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PRÓLOGO 


El presente manual reúne en sí el curso ampliado del álgebra 
lineal y de la geometría analítica. 

U labras sobre este libro. Esté destinado, principal- 
para aquellos que han elegido la matemática de cálculo como 
uns disciplina esencial de su preparación, La enseñanza concerniente 
a dicha especialidad está ligada en muchos aspectos con los cursos 
tradicionales de las matemáticas. No obstante, los cambios, tanto 
on ln metodología de exposición como en el contenido del curso, 


ción futura por los 
depende muchísimo del carácter y sucesión de la exposición del 
curso dado. 


pa 
cálculos deben saber más datos del álgebra lineal que los comuni 
corrientemente en los libros de texto. Los estudiantes que so es 
cializan on matemática de cálculo no sólo deben recíbir una expo- 
sición estricta y sistemática de las bases dol álgebra y geometría, 
sino que ya on el primer año deben tener contacto con la enorme 
Fiquesa do conocimientos que ha acumulado la matemátioa de ol- 
eul 


El contacto con los probles ito acentuar con 
toda elicacia, en interés de la culo, todas las cues- 
tiones de importancia que se estudian en el curso de conferencing, 
y establecer estrecha rolación entro la teoría y los métodos numó- 
ricos dol álgebra lineal. Como waterial de partida, para ello, sirven 
los hechos más sencillos de tales apartados como errores del redon- 
deo, inestabilidad a les perturbaciones do muchos conceptos funda- 
montales del álgebra lineal, estabilidad de los sistemas ortonorma- 
lizados, espacios métricos y normalizados, descomposición singular 
formas bilineales y su relación con los procesos de cálculo, etc. 

Desdo luego, la inclusión del material nuevo y suficientemente 
amplio es imposible sin una reconstrucción sustancial del curso 
tradicional. En el presente libro se hizo el intento de ta] reconstruc- 
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CAPÍTULO 4 CONJUNTOS, ELEMENTOS, 


$1. Conjuntos y elementos 


En cualquier dominio de acti- 
vidad siempre nos encontramos con la necesidad do considerar diver- 
sas totalidades de objetos unidos entre sí mediante un criterio común, 

Así, por ejemplo, al estudiar la estructura de tal o cual mecanismo, 
podemos considerar la totalidad do todas las piezas del mismo. En 

o caso, como objeto suelto de la totalidad dada puede servir toda 
piera del mecanismo, mientras que el criterio quo uno dichos obj 
tos consiste en el hecho de quo todos ellos pertenecen a un mecanismo 
bien, determinado. 

Hablando de la totalidad de puntos do una circunferencia on un 
plano, tenemos en cuenta, en esencia, los objetos —puntos del plano — 
unidos por la propiedad de quo todos ellos son equidistantes respecto 
do cierto punto fijado. 

Una totalidad de objetos unidos entre sí medianto un criterio 
común suele llamarse en las matemáticas conjunto y los propios 
objetos, elementos del conjunto. Al concepto de conjunto no se puede 
atribuir una definición rigurosa. Por supuesto, podemos decir (icómo 
lo hemos hechol) que el conjunto es “una totali 
“una clase”, ete. Sin embargo, todo esto sería más 
de la riqueza del vocabulario de la lengua. 

Con el fin de determinar un concepto, os necesario, ante todo, 
indicar de qué modo dicho concepto está ligado con las nociones más. 
generalos, Resulta imposible hacerlo para el concepto de conjunto, 
Puesto que en las matemáticas no existe para el conjunto un cox 
cepto más general. Por esta razón, en lugar de determinar el cor 
cepto de conjunto nas vemos obligados a ilustrarlo con unos ejem- 
los. 
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Uno de los métodos más sencillos de describir un conjunto radice 
en que se da la lista completa de los elementos que integran el con- 
junto. Por ejemplo, el conjunto de todos los libros de una biblioteca, 
aces 


finitos, es decir, a los conjuntos que contienen un número finito de 
“aquellos que contienen 
un número infinito de elementos, no pueden ser deter 
a ayuda de una Jista. ¿Cómo, por ejemplo, podríamos 
los números reales? 
En aquellos casos en que un conjunto no puede ser prefijado con 
ida de una lista o no es cómodo hacerlo, éste se da por indicación 
de la propiedad característica, es decir, por indicación do tal propie- 
dad que poseen los elementos del conjunto, y sólo ellos. Por ejemplo, 
Sp. problemas en que se determinan ugores geométricos la propie 
del conjunto de puntos, que sirve de solución para 
el propio problema, no es otra cosa que una totalidad de las condi- 
ciones que han de ser satisfechas por dichos puntos do acuerdo con 
los requisitos del problema. 

La descripción de un conjunto puede ser muy sencilla y no des- 
portar dificultades algunas. Por ejemplo, si hablamos de un conjunto 
que consiste en dos números, 1 y 2, está claro que ni ol número 3 ni 
un cuaderno ni un automóvil pueden integrar dicho conjunto. En 
el caso general, sin embargo, la definición do los conjuntos por medio 
de sus propiedades características conduce, algunas vecos, a ciertas 
complicaciones. Existen varias razones por las cuales surgen las 
complicaciones citadas. 


métodos de observación irán descubrióndoso unos planotas cada vez 
más pequeños y, al fin y al cabo, surgirá la pregunta ¿cuáles do ellos 
son planetas pequeños y cuáles representan meteoritos y polvo cós- 


No siempre las dificultades en determinar la composición de un 
conjunto dependen sólo de las razones indicadas. Ocurre a veces que 
los conjuntos que a primera vista parecen estar bien determinados 

de hecho, determinados muy mal o incluso no están doter- 
minados del todo. Supongamos, por ejemplo, que un conjunto consta 


41 conzuxtos Y ELEMENTOS M 


sólo de un número. Definamos este número como “un número entero 
minimo que no puede ser determinado con la ayuda de una frase que 
tenga menos de cien palabras rusas”. Consideraremos que so utilizan 
en ol experimento sólo las palabras sacadas de cierto diccionario, 
como también sus formas gramaticales, y que, además, en el diccio- 
nario están contenidas palabras del tipo “uno”, “dos”, eto, 

a e e Jada, El stas se dt se 
pues se dofine por una frase, destacada más arriba con cursi 
Jontiano menos de cien palabras. y por el sentido de osta fram sl 
número no puede ser definido de la manera semejante. Pero, por 
otro lado, como el número de las palabras rusas utilizadas es finito, 
loo docir que hay números que o pueden ser definidos por una 
frase que tiene menos de cien palabras y, por consiġuiente, 
dichos números existe uno que es mínimo, 

En Ja rama de las matemáticas, Llamado, teorie de conjuntas, 
se han acumulado muchos ejemplos di 
junto entraña contradicciónes interiores. El estudio del problema 

ajo qué condiciones esto puede tener lugar, ha conducido a 
investigaciones profundas en al dominio de la lógica. No obstant 
dejamos al lado estas investigaciones. En lo que sigue siempro supo! 
dromos que so consideran solamente los conjuntos que están precis 
mente definidos sin contradicciones algunas" y cuya composición 
spiorta ninguna duda, 

Como regla, los conjuntos so designarán con las letras latinas 
ayúsculas A, 8. , . .. y sus elementos, con las letras minúsculas 
a, b, ... . Esoribiromos ZEA, si el elemeato z perteneco al 
conjunto A, y z Ẹ A, si el elemento z no pertenece al conjunto A. 

A veces será introducido en la consideración el así llamado con 
junto vacío, es decir, un conjunto que no contiene ni ua solo 
mento. El uso del conjunto vacío resulta cómodo en el caso cuando 
so desconoce de antemano si existe aunque sea un sólo elemento en 
Ta totalidad que se considera. 


Ejereieios, 
1; Constróyansn los ejemplos de conjuntos its e infinitos. ¿Qué prp- 
Pet ae Comneno sjomplas 9s runas cuya doseipeión contiene una 
Sol vacio cojo de ts rales del polinomo st + 49 294 
l consiriyanse los ejemplos de conjuntos cuyos elementos son también 


co args ls syon plos 
a vto de eng de sus ee. 


conjuntos que contienen a sf mismos. 
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$2. Operación algebraica 
Entre toda clase de conjuntos 
se pueden distinguir aquellos cuyos elementos admiten que se eje- 
cuten con ellos ciertas operaciones. Supongamos, por ejemplo, que 
el objeto de muestra consideración es un conjunto de todos los múmo- 
ros reales. En este caso para todo elemento de dicho conjunto 
tan Sila tl opcacios van al ello el médel, 
mento, el cálculo del seno del últi lementos 
Stin ácidas las operaciones de su adición y multiplicación. 

En el ejemplo considerado prestaremos una atención especial 
los siguientes peculiaridades de las operaciones mencionadas. En 
primer lugar, el carácter determinado de todas las operaciones para 
cualesquiera olementos del conjunto dado; en segundo, la univecidad 
de todos las operaciones y, por fin, la pertenencia dol resultado, que 
se obtiene al realizar cualquiera do las operaciones, a los elementos. 
del mismo conjunto. Tal situación no siempre tiene Jugar. 

Una operación puedo ser definida no para todos los elementos dol 
conjunto; por ejemplo, el cálculo de un logaritmo no está definido 

jara los números negativos. La extracción de una raíz cuadrada de 
los números positivos está definida, mas de manera no unívoca. No 
obstante, incluso si una operación está univocamento definida para 
todos los elementos, el resultado de su realización puede no consti- 
tuir un elemento del conjunto dado. Consideraremos una operación 
de división en el conjunto de los números positivos enteros. Está 
claro que para cualesquiera dos números de este conjunto la opera- 
ción de división es realizable, pero el resultado de su ejecución no 
será necesariamente un número entero. 

Sea dado un conjunto A que contione al menos un solo elemento, 
Diremos que en el conjunto A está definida una operación algebralca, 
si so indica una ley según la cual a todo par de elementos, a y b. 
tomados de dicho conjunto en el orden determinado, se le pone en 
úcorrespondoncia de manera unívoca el tercer elemento ¢ que también 
Pertenece al mismo conjunto. 

Esta operación puedo llamarse adición y en tal caso ¢ será la: 
suma do los elementos a y b, lo que se designará medianto el símbolo 
€ = a + b; esta misma operación puede denominarse multiplicación 
y entonces cse llamará producto de los elementos a y b, lo que se 

lola e is 

la terminología y la notación para la operación dofi- 

7 delante algún popel de 

gla, haremos uso de la notación de una suma 

independiontemento de cómo la operación está 

Si. en cambio, nos haco falta subrayar ciertas 

Propiedades generales de una operación algebraica, designaremos la 
operación con el símbolo +. 


42 OPERACION ALOBBRAICA. 13 


Recurriendo a unos ejemplos sencillos, veamos qué peculiaridades 
puede tener una operación algebraica. Supongamos que el conjunto A 
epresenta en sí una totalidad de todos los números racionales pos 
tivos, Introduzcamos para los elementos de este conjunto las ope 
ciones ordinarias de multiplicación y división de los números y haga- 
mos uso de la notación generalmente aceptada. No es difícil compro- 
har que ambas operaciones en el conjunto A son algebraicas. Sin 
embargo, sí en la operación de multiplicación ab == ba para todos los 
elementos de A, as decir, si la indicación del orden de los elementos 
no es esencial, para la operación de división, por el contrario, ol 
rdi montos resulta muy esencial, pues la igualdad 
ss vuifica sólo en el caso en quo a = b. De eta modo, 
la operación algebraica está definida para un par ordenado 
mación de los últimos no es, a vecas, esoncial. 
e denomina cnmútaio; sel rasal- 
dopeade del orden en quo so eligon los elo- 
decir, si para cualesquiera dos elementos a y b del con- 
junto dado se vorilica la igualdad asb = bsa, Es evidente que 
Entro las operaciones con los números univorsalmonte admitidas la 
adición y la multiplicación son operaciones conmutativas, mionti 
que la sustracción y la división, oporaciones no conmutati 

Supongamos ahora que se considerau tres elementos arbitrarios 
a, b, c. Surge naturalmente la pregunta ¿qué sentido se atribuirá 
a'la oxpresión abec? ¿Cómo se debe aplicar una operación algo- 
hraica dofinida para dos elementos, a los tres olamontos? 


<, respectivamente. 
Pueden resultar ser dife- 
muevo un conjunto de números racionales 
positivos y una operación algebraica de división de los numeros en 
qu conjunto.” És ll convoncoma de que como rro, aa Moo 
a:b) :e a: (ie), Por ejemplo, (2): 3) : (3/4) = 2/3, poro 
Ba: a: Bap = aa, o ron Se 

Una operación algebraica se denomina asociativa, si para cuales- 
lea rs elemento a, 8, del conjunto inicia! se amp la gui 

La asociatividad de una operación permite hablar sobre el resul- 
tado, univocamente definido, de aplicar la operación algebraica 
a los tros elementos a, Ð, €, con la particularidad de que por resul- 
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tado se entiende cualquiera de las expresiones iguales ae (b+c) 
y (a+b)»c; además la asociatividad nos permite escribir a e b+c 

Sin paréntesis. 
caso de una operación asoci 
univocidad de la expresión a, 
finito de elementos 


iva se puede hablar también 


Duidos asi: a. ( 
9 mediante muchos otros 

Demostremos que para una operación asociativa el resultado do 
cálculo no dependo de la distribución de los paréntesis. En efecto, 
para n = 3 esta afirmación se deduce do la debinición de operación 
asociativa. Por ello suponemos 1 > 3 y consideramos qu 
todos los números inferiores a n nuestra afirmación ya está demo: 


parénte 
orden en que debe realizarse la operación. Observemos que el último 
paso siempre será la realización de la operación con dos elemento: 
Medyo... ean Y datrtdyeat s: "am para cierto k que satis 
faco lo condición LEA <A f. Puesto que ambas expresiones 
contienen menos que n elementos, según la hipótesis ella so definen 
univocamento y nos resta demostrar que para cualesquiera enteros 
y positivos k, i, L> 1 so verifica la igualdad 


(81009: i)e (as 


Al designar 


obtenemos, en virtud de asociatividad de la operación, que 
beled = bece d, 


y nuestra afirmación queda demostrada. 
'Si la operación no es solamente asociativa, sino también conmu- 
tativa, entonces la expresión aea,- . .. <a, tampoco depende 
del orden en que se disponen los elementos. La demostración de esta 
afirmación queda a cargo del lector en calidad de ejercicio. 
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No conviene pensar que le conmutatividad y las asociatividad 
de una operación están ligadas entre sí de tal o cual manera. Se 
pueden construir las operaciones con las más diversas combinaciones 
de dichas propiedades. Ya hemos visto en los ejemplos de multipli- 
cación y división de los números que una operación puede ser con- 
mutativa y asociativa o bien no conmutativa y no asociativa. Exa- 
minemos dos ejemplos más. Supongamos que el conjunto consta de 
tres elementos a, b, c. Prelijemos las operaciones algebraicas por 
medio de las tablas: 


$ es 


yy onvengamos en que el primaro siempre ae aliga un elemento cagón 
lg columna, el segundo, un elemento según la fila, mientras que 
resultado de la operación se tomará en el lugar donde se intersecan 
Ja fla y la columna correspondientes. En el primer caso la operación 
ss, evidentemente, conmutativa, pero no asociativa, puesto quo, 
por ejemplo, 


(arbjecm coco, 
(hoc) = ara mas 

segundo caso la operación no es conmutativ: 

tiva, de lo que podemos convencernos con facilidad por una compro- 

bación inmediata. 


Ejercicios. 


des cloro operación de cálculo de tg x en ol conjunto de todos 

"i Conaideraremos un conjunto de números reales z quo satisfacen la desi- 
ext Sorin sesbrnican an min conjunto as oporaciones de mul- 
ipleació, adi 


EA 
cn ao de todas sen RP o ui. ¿Cómo 2e 
pode dell e coa, us opera E a y conjunto 
MA A 


Y asociativas? 
$3. Operación inversa 


Supongamos que en el conjun- 
to A está dada cierta operación algebraica. Como ya sabemos, ésta 
pone en correspondencia a cualesquiera dos elementos a, b de A un 
elemento tercero e = a» b. Consideremos la totalidad C de aquellos 


CAP. 1. CONJUNTOS, ELEMENTOS. OPERACIONES. 10 


lementos de A que pueden ser represontadoy como resultado de 
Derse realizado la operación algebraica dada. Por lo visto, cualquiera 
que sea la operación algobraica, todos los elementos de C son, a la 
vez, elementos de A. Sin embargo, no es del todo obligatorio que 
todos los elementos de A pertenezcan a C- 
Efectivamente, fijemos en el conjunto A un cierto clomento / 
y pongámoslo en correspondencia a todo par de elementos a, b do A- 
ovidente que la correspondencia construída de tal manera es una 
operación algebraica y, además, conmutativa y asociativa. El con- 
Junto C sólo contendrá un único elemento /, independiontemente de 
lo cantidad de los elementos contenidos en el conjunto A. 

Por medio de una operación algobraica se determina “cuáles, 
precisamente, elementos de A integran C. Sea esta oporación tal 
¿uo C colncide con A, as decir, ambos conjuntos contienen los mismos 
elementos. En esto caso todo elemento do A puede ser representado 
como resultado de realización de la operación algebraica dada sobro 
igunos dos elementos del mismo conjunto A. Por supuesto. la 
Toprosontación semejante puedo ser no la única, No obstante, loga- 
mos a. la conclusión de que a todo elomento de A se le puede poner 
en correspondencia los pares determinados de elementos de A 

ASÍ pues, ln oporación algebraica inicial engendra on el conjun- 
to A otra operación. Esta última puede no ser univoca, puesto 
que a un solo elemento se le puedo poner en correspondencia más 
quo un par de elementos. Poro, incluso siendo univoca, la oporación 
o sorá algebraica, dado que está definida no para Cualquier par 
de elementos, sino sólo para un único elemento, aunque esto último 
puedo ser arbitrario. Con relación a la operación algobraica dada 
Soria natural atribuirlo a esta nueva operación el nombro de opora- 
ción "inversa". Sin embargo, en realidad por operación inversa 
entenderemos una noción algo diferente, más próxima al concepto 


investigación de la operación "inversa" es 
equivalente a la investigación de aquellos alemontos u, v que satis- 
facon la igualdad 


usv=b 6) 
para diforentos olementos b. La investigación do la ecuación dada 
respecto de dos los u, v se reduce con facilidad a la investi- 


ción de dos ecuaciones respecto de un solo elemento. Con este fin 
asta fijar uno do ellos y determinar el otro, sirviéndose, de la ecua- 
ción (8:1). Así pues, la investigación de la operación “invorsa" os 

equivalenio matemáticamente a la resolución de las ecuacio 
ar=b,  yoa=b e) 


respecto de los elementos z, y de A para diferentos elementos fija- 
dos a, b de A. 
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Supongamos que las ecuaciones (3.2) tienen soluciones y, ado- 
más, únicas, para cualesquiera a, ò. Entonces, a todo par ordenado 
de elementos a, ¿ de A podemos ponerle en correspondencia los olo- 
mentos z, y de A univocamente definidos, es decir, podemos intro- 
ducir dos operaciones algebraicas. Estas operaciones Se llaman ope- 
raciones inversas derecha e izquierda, respectivamente, con relación 
a la operación principal. Si dichas operaciones existen, diremos que 
la operación principal tione operación inversa. Observemos que ol 
ejemplo considerado arriba muestra que una operación algebraica, 
siendo incluso conmutativa y asociativa, puedo no toner operaciones 
inversas, ni la derecha ni la izquierda. 

La existencia de la operación inversa significa on realidad que 
existon, en general. dos operaciones algebraicas diferentes: operacio- 
pes inversas derecha e izquierda. Por esta razón hemos do hablar 
sobre diferentes elementos z, y. En cambio, si uaa operación alge- 
braica es conmutativa y existe para ella la opecación inversa, enton- 
ces, ovidentamento, z = y, y la operación inversa dorecha coincide 
con ja doquier o a i 

:quí algunos de los ejemplos. Supongamos que el conjunto A 
ropeusona on sl lodo el oje mul y la operación elgubrale conti 
on la multiplicación ordinaria de los números. Esta operación en ol 
conjunto dado no tiene operación inversa, puesto que, por ejemplo, 
para a = 0, b = 4, las igualdades (3.2) no puedon toner lugar, cualos: 
Quiera que sean los números z e y. SÍ, en cambio, examinamos u 

ición de multiplicación prescrita solamente en el conjunto de 

vos, esta operación, ahora, ya tendrá la inversa, 

cto, para cualesquiera números positivos a y b existen K 

números positivos z, y —los únicos— que satisfacen las igualdade 

(3.2). La operación invorsa on el caso di os otra cosa que divi- 

sión de los números. El hecho de que ea realidad z = y, no tione en 
las condicionos dadas ningún interés para nosotros. 

La operación de adición de los números no tiene inversa, si está 
definida en el conjunto de números positivos, puesto que, por ejemplo, 
las igualdades (3.2) no puedon verificarse, cualesquiera que sean 
los números positivos z, y, siempre que a = 2, b =~ 1. Si, en cambi 
ln operación de adición de los números está dada en lodo el oje real, 
tonces la operación inversa existe y es nada más que la sustracción 

lo númoros. 

El ejemplo con las operaciones de multiplicación y adición de 
los números muestra que las operaciones directa o 
Bores unas propiedades más di No es del todo obligatorio que 
do la asociatividad y la conmutatividad de una operación algebraica 
provenga la ásociatividad y la conmutatividad de la operación inver- 
sa, incluso si ésta existo. Més aún, como ya se ha señalado más 
arriba, una operación algebraica conmutativa y asociativa simplemen- 
te puede no tener operaciones inversas, ni la derecha 


izquierda. 
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Estos ejemplos sencillos indican una circunstancia de importan- 
cia más. Examinemos otra vez la operación de multiplicación en un 
conjunto de números positivos. Para tal operación las operaciones 
inversas derecha o izquierda coinciden y representan en sí división 
do los números. Puede parecer a primera vista que ahora para la 
operación de división de los números la operación inversa consistirá 
en multiplicación. delo námeros. No obstante, esto no es del todo 


"Efectivamente, escribamos las ecuaciones correspondientes (3.2) 
aiz=b,  yia=b 
Es ovidonto que 


b ymad 


Por consiguiente, la operación inversa derecha para dividir los númo- 
ros es de nuevo le división de los números, mientras que la operación 
Inversa izquierda es la multiplicación de los números. Do este modo, 
una operación, inversa a la inversa, no coincide necesariamente con 
la oporación 'algubraica inicial. 


Ejercicios. 


A. ¿xisturán las operaciones loves densas e Iaqulerdas para les opora- 
ciones ius liida par las ablan ED anos PAA WM O 


tay a SPs definida en coat de or na 


I Demiulareo que ai Ja operaciones inversas derecha o Izquierda coinci- 
cio ibas n anija en cometan, 3 
ese Cambió Un vas Inv ul 


$4. Relación de equivalencia 


Observemos que en el examen 
realizado de las propiedades de una operación algebraica suponíamos 
implícitamente la posibilidad de que cualesquiera dos elomentos de 
conjunto puedan sar comprobados: sí son coincidentes entre sí o no 
Más aún, los elementos coincidents fueron tratados con toda 

d sin establecer diferencia entre ellos en ninguno de los 
asos. Nunca suponíamos que los elemantos coincidentes representan, 
do hecho, un sol 
dad, sólo homos aprovechado ol hecho de que cierto grupo 
tos, que se llamaban iguales, en ciertas condiciones se pone 
tiesto de una manera idéntic 
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Con tal situación nos encontramos con frecuencia. Al investigar 
is propiedades generales de los triángulos semejantes, no hacemos 
distinciones, en realidad, entre ningunos de los triángulos que tienen 
ángulos iguales. Desde el punto de vista de las propiedades que so 
conservan en una transformación de semejanza, los triángulos mon- 
cionados no se distinguen y podrían denominarso “iguales”. Al inves- 
tigar los criterios de igualdad de los triángulos, no establecemos 
diferencia entre aquellos que están dispuestos por diferentes lugares 
del plano, pero pueden ser hechos coincidentes durante su, despla- 
zamiento. 

En las más diversas situaciones nos encontraremos con la necosi- 
¿ad de partir tal o cual conjunto endo grupos de elementos unidos 
entro sí según cierto criterio. Si en estas circunstancias ninguno 
do los olemontos pertenece a los dos grupos diferentes, diremos que 
se trata de la partición de un conjunto on grupos disjunios o on clases. 

Los criterios según los cuales los elementos de un conjunto so 
parton en clases, aunque pueden ser muy distintos, sin emi 
mo son del todo arbitrarios. Supongamos, por ejemplo, que dese 
mos partir en clases todos los números reales incorporando los 

ja misma clase cuando, y sólo cuando, b > a. Entonces, 
1Ómeros a puedo caer a una claso consigo mismo, puesto 
que a no es mayor que el propio a. Por consiguiente, no puede existir 
inguna partición on clas según el oriterio dado. 
ja dado un cierto criterio. Convengamos en considerar que res- 
pecto a todo par de elementos a, b del conjunto A podemos decir 
que o bien el elemento a está ligado con el elemento % mediante el 
criterio citado o bien no está ligado con él. Si el elemento a ostá 
ligado con b, escribiremos a ~ b y diremos quo a es equivalente a b. 

El análisis do los ejemplos más sencillos ya nos dicta aquellas 
condiciones que deben sor satisfechas por el criterio paro que se 
puode realizar, sobre la baso de éste, una partición del conjunto A 
en clases. A saber 

1. La refloxividad: a ~ a para todo a € A. 

si a ~ b, entonces b~ a. 
idad: sí a ~ b y b ~ e, entonces a ~ c. 
Un criterio que satisface estas condiciones, se denomina relación 
de equivalencia. 


Supongamos que cierto elemento c pertenece a K, y a Ko, es 
decir, e ~ a y e ~ b. En virtud de la propiedad de simetría, a ~ €, 
y, debido a la propiedad do, transitividad, a ~ b y. por Supuesto, 
b'~ a. Ahora, si z€ Ka, entonces z~ a'y, por lo tanto, z ~ b, 
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De esto modo, dos gropos que tienen 
común, Son totalmente coincidentes y hemos obtenido realmente 
la partición del conjunto A en clases 

"Desde el punto de vista del criteri 


(con rlación al crio, dado!) desiguales loe no equivalentes 
con relación al mismo criterio! 

Pod caso despreciamos el sentido de la 
palabra signalos», es que ahora unos elementos, iguales según un 
riterio, pueden resultar ser desiguales para otro criterio. No obstante, 
<n esto no hay nada que no sea natural. En todo problema concreto 
Jos elementos se distinguen o no so distinguen Solamente respecto 
do aquellas propiedades que son de interés para nosotros precisamente 
en al problema dado, Entro tanto, en los problemas diferentes podo- 
nos rovolar interés hacia diferentes propiedades de los mismos ole 


suando soa necosario, 


Igutidad que petita decir que el elemento a os igual 
o no es igual a ésto. Si ol olemonto a es igual al ‘to b, ascribi- 
Tomos a = D, y ay% b, en ol caso contrario. Supondromos también 
que ol criterio de igualdad os la relación de equivalencia. En oste 
caso Jas condiciones de refloxividad, sjmotria y transitividad pueden 
considerarse como roflexión de las propiedades más generalos do una 
rolación ordinaria do igualdad de los números. 

La introducción de la relación de igualdad permito partir todo 
el conjunto en las clases de elementos los cualos, on virtud do una 
u otra razón, hemos decidido considerar iguales. Quíore decir, la 
diforencia entro los elementos quo integran una misma clase no nos 
toca de ninguna manera. Por consiguiente, en todas las situaciones 
que han de ser consideradas on lo sucesivo, los elomentos llamados 
iguales deben ponerse de manifiesto de un modo igual. 

“Al introducir la rolación de igualdad de una manora azlomática, 
es decir, sin referencias a la naturaleza concreta de los elomentos, 
convengamos en considerar que el uso del signo do igualdad sólo 
significa que los olomentos dispuestos por ambos lados do este signo 
simplemente coi esto es un mismo elemento. SI el signo de 
igualdad so omplea de la manera indicada, las propiedades de reflexi- 
vidad, simetría y transitivídad no requieren un acuerdo especial. 
“Al partir el conjunto en las clases de elementos iguales, toda clase 
so compondrá de un único elemento. 

En ol caso en que la relación do igualdad se introduzca basándose 
sobre la naturaleza concreta de los.elementos, puedo suceder que algu- 
nas o incluso todas las clases de elementos iguales se compondrán 
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do más de un elemento. Esto requiero que al introducir tales v cuales 
operaciones con los elementos, se deben imponer ciertas exigencias 
adicionales sobre las propias operaciones. 
En efecto, según se ha acordado, los elementos iguales deben 
ponerse de manifiesto de una manera igual. Por esta razón, toda 
poración que se introduce, siendo aplicada a los elementos ig 
ha de conceder ahora los resultados iguales. En realidad nun 


UE E ls 1 
o is 
PrE orcos te eo, y ol 
Jay números complejos. "¿Cono opa tn ls clases de eletentos nulo On 


m 
e Comriyano les ejemplos do operaciones algas eo o conjunto 
dido en al ejercicio 2. gol ontas operaciones Sad ls clas 


$5. Segmentos dirigidos 


desplazamiento, velocidad, aceleracion. Todas estas 
nociones se caracterizan no sólo por un número. que determino su 
valor, sino también por cierta dirección. Construyamos ahora un aná. 
logo geométrico de las naciones semejantes. 

Sean dados en un espacio dos puntos distintos A y #. En una 
línea recta que pasa por las puntos estos últimos determinan de 
modo natural cierto segmento. Convengamos en considerar que los. 
puntos siempre se dan en un orden determinado, por ejemplo, pri- 
mero se fija A y después, A. Ahora podemos determinar la direccion 
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ne segmento construido, a saber, la dirección del primer punto A 
al segundo punto B. 

Un segmento, considerado junto con la dirección prefijada en ól, 
so denomina segmento dirigido con el origen A y el extremo B. El 
segmento dirigido se llamará en otras palabras vector A 
Punto de aplicación del vector. Un vector cou el punto de aplicación 
“4 lo denominaremos fijado en el punto A. 

Para los segmentos dirigidos o vectores emplearemos dos formas 
de su designación Si hemos de recalcar que se trata do un segmento 

dirigido cuyo origen s ubica en el punto 

s 2 4 y el extremo, en el punto B, escribi- 

remos ol símbolo A}. Si no nos interesa. 

cuáles precisamente puntos de un sog- 

mento dirigido son de frontera, entonces 

n este caso emplearemos designaciones 

más sencillas, por ejemplo, las loiros 

latinas minósculas, En los dibujos los 

y segmentos dirigidos se designarán por 

PON medio de las flechas, con la particularidad 

+ de que la punta de Ja fleci 

dispondrá en el punto final del seg 

En todo segmento dirigido es esencial cual de los puntos frontera 

constituye su origen y cuál, su extremo, Por esta razón, los segmen- 
tos dirigidos AB y FÀ se consideran diferentes. 

"Así pues, podemos construir diversos conjuntos cuyos elementos 
során segmentos dirigidos. Antes de introducir las operaciones sobre 
elementos, llegaremos a un acuerdo de qué segmentos dirigidos s0 
considerarán iguales. 

Fxominomos primero un traslado paralelo del segmento dirigido 
AB en ol punto C. Supongamos que el punto C no se dispone on 
Tecta que pasa por A y B (fig. 5.1). Tracemos una recta que pasa por 
los puntos A y C. después, una recta que pasa por el punto C y es 
paralela a la recta AB y, por fín, una recta que pasa por el punto B 
3,09 paralela a la recta AC. El punto de intersección de las dos últi- 


mas rectas se designará mediante D. El segmento dirigido CD se 
considerará obtenido como resultado de trasladar paralelamente el 
segmento A on el punto C. Si, en cambio, el punto C se ubica on 
la recta que pasa por A y B, entonces el segmento CD se obtiene por 
desplazamiento del segmento A a lo largo de la recta que locon- 
tiene hasta que el punto A coincida con el punto C. 


“Ahora se puede enunciar la definición de igualdad de los vectores, 
Dos vectores se denominan iguales, si se pueden hacer coincidir en 
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el transcurso del traslado paralelo. No es difícil ver que esta dofi- 
nición də igualdad es la relación de equivalencia, es decir, posos 
las propiedades de refloxividad, simetria y transitividad. 

este modo, la totalidad de todos los vectores se divido de modo 
natural en unas clases de vectores iguales. Cada una de estos clases 
se describe sin dificultades. Se obtieno por medio del traslado para- 
Jelo de cualquiera de los vectores de la clase en todos los puntos del 
espacio. 

Observemos que en todo punto del espacio se halla fijado un vec- 
tor y sólo uno, de cada clase de los vectores iguales. Por esto, al 
comparar los vectores a, b se puedo usar ol siguiente procedimier 
Habiendo fijado un cierto punto, traslademos paralelamente o 
este punto los vectores a, 5. Si, en este caso, ollos coinciden por com- 
Ploto, entonces a = b, y a % b, en el caso contrario. 

Además de un conjunto compuesto por todos las vectores dol 
espacio, trataremos con frecuencia unos conjuntos de otro género. 
En lo principal, serán los conjuntos de vectores o bien paralelos 
a cierta línea recta o dispuestos on ésta, o bien paralok 
Plano o dispuestos en éste. Los vectores de tal indole los 
colíneales o coplanares. respectivataente. Naturalmente on los con- 
Juntos de vectores colineales y coplanares sigue siendo válida la 
definición jaldad de los vectores enunciada más arriba. 

Consideraremos también los así llamados segmentos dirigidos 
nulos cuyos orígenes coinciden con los extremos. La orientación 
de los voctores nulos no está definida y todos'ellos se consi 
por definición, iguales. Si la indicación de los puntos frontera de un 
peor nulo no es obligatoria, dicho vector se designará por el sim- 

También por definición, consideraremos que cualquier vector 
nulo os paralolo a toda recta y a todo plano. Por esta razón, siempre 
supondremos on lo sucesivo, si no se hacen reservas especiales, que 
al conjunto de vectores de un espacio, como también todo conjunto 
de los vectores colineales y coplanares comprende un sí el conjunto 
de todos los vectores nulos. Esto no se debe olvidar. 


Ejercicios. 


di 2 a dp ps din: 
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6. Demuéstroso que todo par de diferentes clases de lo vectores colinsales 
me non se acorpraVoegrmente a uo y solo vn conto de vectores coplanar 


$0. Adición de los segmentos 
dirigidos 


Como ya se ha indicado, la fuer- 

za, el desplazamiento, la velocidad y la aceleración son imágenes 

de los segmentos dirigidos construidos por nosotros. Para que estos 

“segmentos resulten útiles en la resolución do diferentes problemas 

físicos, so debe, al introducir las operaciones con ellos, tomar en 
consideración también las analogias 
físicas correspondientes. 


Está bien conocida la operación do 
adición do fuerzas que se realiza según 
la así llamada regla del paralologramo. 


Conforme a esta misma regla so suman 
Mee. también los desplazamientos, las velo- 
cidades y las aceleraciones. Do 
con la 
operación es algebíaica, conmutativa y asociati 
inmediata consiste en construcción de una operación semejante sobre 
los segmentos dirigidos. 

Delínamos la operación de adición de los vectores del modo siguien- 
to, Supongamos que es preciso sumar los vectores a y 6. Traslado- 
mos paralelamente el vector b en el extremo del vector a (fig. 6.1). 
Entonces, se llamará suma a + b un vector cuyo origun cocido con 
el origon de a y el extremo, con el extremo do ò. Esta regla para 
oalizar la oporación so denomina, comúnmente, wregla del triángulo». 

Es evidente que la operación de adición de los vectores es alge- 
braica. Demostremos que es conmutativa y asociativa. 

Para demostrar la conmutatividad de la operación supongamos 
al principio que los vectores a y b no son colineales, Dispondrémos- 
Jos on el origen general O (fig. 6.2). Designaremos con las letras 
A y B los extremos de los vectores a y b, respectivamente y conside- 
faremos el paralelogramo OBCA. De la deliniión de Igualdad de 
los vectores se deduco que 


búmbimo Ade 


diagonal DÉ del paralelogramo OBCA 
El carácter colineal de los veotores 


Pero, en este caso, una mis 
es, a la vez, a +b y b+ 
a y b es obvio. 

Ohsorvemos que al mismo tiempo hemos obtenido otro método 
para construir la suma de los vectores. A saber, si en los vectores a, b 
fijados en un punto, está construido un paralelogramo, su diagonal 
fijada en el mismo punto será la suma a + b. 
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Con el objeto de demostrar la asociatividad de la operación do 
adición, apliquemos el vector a al punto arbitrario O, el vector b, 
al extremo del vector a y el vector e, al extremo dol vector b (fig. 6.3). 
Desiguemos con A, B. C los extremos de los vectores a, b, €. 
Entonces 


(0+0)+0=(04+Ab)+80=08+ BC = OC, 


at (b+e)= DA + (AB + BC) DA + A = OC. 


Por sor transitiva la relación de igualdad de los vectores concluimos 
que la asociatividad de la operación también tiene lugar. 


p 
dd e j < 
y. 
y d 4 
o => g 
2 Poo 


Las propiedades domostradas de la operación de adición de vecto- 
ros pormiton calcular la suwa de cualquier número de vectores. Sí 
ol vector ay se aplica al extremo del vector a;, ol vector ap al extre- 
mo del vector a, ate, y, por último, el vector an, al extremo del 
VACIO Up... entonces la suma a, + a, + -. «+ ap representará un 
vector cuyo origen coincide con el origen de a, y el extromo, con 
ol de a,. Esta rogla para construir las sumas de vectores so denomí- 
na regla de cierre de una quebrada hasta completar un polígono». 

Planteemos ahora una pregunta sobre la existencia de la opora- 
ción inversa para sumar los vectores. Como es subido, para contes- 
taria es preciso investigar la existencia y unicidad de la solución 
do la ecuación 


atr=b  y+a=b 


para los vectores a, b arbitrarios, En virtud de que la operación 
incipal es conmutativa, será suficiente, evidentemente, investigar 
sólo una de las ecuaciones. 


Tomemos un segmento dirigido arbitrario AÐ. Mediante una 
comstriEiónguomátca elemental establecemos que siempre 20 vr 
fican Jas correlaciones 


TB+5i=0, — AB+0=4b. (64) 
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Por ello, la ecuación 
eb, oa 


para cualesquiera vectores AG y CD, tendrá, a ciencia cierta, por 
lo menos una solución, por ejempl 


1=844CD, (6.3) 


Supongamos que la ecuación (5.2) queda satisfecha, además, por 
cierto otro vector s, os decir, 


Añri=CD, Ah+:=D. 


Entonces, sumando BA a 


¡bos miembros do estas igualdades, 
obtenemos, al tomar en consideración (8.1), que z = BA +CD, 


z= BA +CD y. por consigal 
De oste modo, para la operación de adición introducida por noso- 
tros existe una operación inversa. Ella se denomina operación de 
sustracción de vectores. Si para los vec- 


E e ah E ANS 
XA EPE aim unb Eanan 
3 Ae are e ean 


nido univocamente por los vectores b y 
a, so llama diferencia de vectores. Un 
poco más tarde daremos la argumentación 
Para tal designación y tal hombre 

Pie. 64 Es fácil indicar la rogla para construir 

diferencia entre dos vectores dados a y b. 

Aplíquemos estos vectores a un punto co- 

mún y construyamos en ellos ua paralelogramo (fig. 6.4). Ya homos 

señalado anteriormente que una diagonal del paralelogramo os la suma 

de los vectores dados. La otra diagonal. como es fácil de ver, es la 

diferencia de los mismos vectores. La regla descrita para construir 

lo suma y la diferencia de los vectores se flama, comúnmente, “regla 
del paralelograma". 

mos que podríamos delinir la oporación de adición no 

para el conjunto de todos los vectores de un espacio, sino sólo para 

conjuntos de vectores colineales o coplaneres. La suma 

cualquier conjunto de tal tipo perteneces 

mismo conjunto. Es por esto que la operación de adición de vecto- 

es queda algebraica en esto caso también. Más aún, dicha oporación 

sigue conservando todas sus propiedades y, lo que es de mayor impor- 

tancia, posee, como antes, la operación inversa. La validez de esta 

última afirmación so desprende de la fórmula (5-3). Si los vectores 
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Ay dE son pato arta resta o ii pao, ato 
evidonte que será paralelo también el vector ZA + CD o bien, que 
es lo mismo, ol vector de la diferencia CD — AŻ. 

Así pues, la operación de adición de los vectores es algebraica, 
conmutativa, asociativa y tiene operación inversa en los Conjuntos 
de tos tipos. Estos son: el conjunto de vectores de un espacio, ol 
conjunto de vectores colinealas y ol conjunto de vectores coplanares. 


Ejercicios. 


uno do los vértices de un cubo están aplicadas tros fuerzas iguales 
¡tag a io argo es rs. ¿008 e dci de aa 


ao 
pas dadas o casos derenes delos vector coins, ¿En qué 
Guniguer vector dl espacio pueda sar repremotado ja de 


"soma de doy vectores tomados 
collacale? 


Los conjuntos con una operación 
jerto sentido los más sencillos, razón por la cual 
pezar nuestras investigaciones precisamente por 
conjuntos. Tomaremos por axiomas las propiedades de la ope- 
ración y después deduciremos de éstos los corolarios. Esto nos permite 
en lo sucesivo aplicar inmediatamente los resultados de nuestras 
investigaciones a todos los conjuntos, en los cuales las uporacíones 
tionen propiedades análogas, independiontemento de las poculiari- 
dados concert 

So denomina grupo un conjunto G con una operación algebraica 
que es asociativa (aunque no sen necesariamente conmutativa), con 
la particularidad do que para dicha operación dobe existir operación 
inversa. 

Ha de notarse que la operación inversa no puede considorarso 
como segunda operación independiente en ol grupo. puesto que olla 
so dotormína en términos de la operación principal. Según lo aceptado 
en la teoría de los grupos, llamemos multiplicación la operación 

yrefijada en G y convengamos en emplear las notaciones correspon- 

iontes. Antes do empezar a considerar los ejemplos diferentes de 
grupos, deduncamos unos corolarios más sencillos de la propia deli- 
nición. 

Examinemos un olemento arbitrario a del grupo G. Dol hecho 
de que en el grupo existe la operación inversa so desprende la existen- 
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cía de un único elemento e, de tal índole que ae, = a. Por consi- 
guiento, cuando el elemento a se multiplica a la derecha por el ea 
esto último desempeña el mismo papel que en la multiplicación 
de los números pertenco a la unidad. Ahora, sea b cualquier otro 
clemento del grupo. Es evidente que existe un elemento y que satis- 
face la igualdad ya =>. Obtenemos pues 
b = ya = y (a24) = (ya) 64 = Dtos 
Así, e, desempeña el papel de la unidad derecha respocto a todos 
los elementos del grupo G, y no sólo respecto de a. El elemento que 
posee la propiedad semojanto dobe ser único. Efectivamente, todos 
elementos de esta índole satisfacen la ecuación az = a, pero, 
conformo a la definición de operación inversa, dicha ecuación Liono 
una única solución. Designaremos el elemento obtenido mediante e’. 
Análogamento s» puedo demostrar la existencia y unicidad en 
el grupo G dol elemento e” que satisface la igualdad e") = b para 
todo elemento » de G. En roalidad los elementos ¢' y e” coincidan, 
lo que so deduce de ls igualdades 0 == y ore” = e 
este modo hemos obtenido el primer corolario importanto: 
más, único que satis- 


en cualquier grupo G existe un elomento e y, 
faco las igualdades 


para todo a de G. Esto olomento recibo ol nombre de elemento unidad 
del grupo G, 
je la definición de operación inversa se desprendo también la 


oxistoncia y unicidad, para todo elementa a, de tales elementos 
a ya que 


Estos se denominan elementos inversos derecho e izquierdo, ros- 
psotivamecto. Es fácil mostrar que en o] caso dado elos coincidan 
efecto, examinemos el elemento a “aa” y calculómoslo empleando 
dos procedimientos diferentes. Se tiene 
Aar Y 
a'ad = (aa) a m am a. 


Por consiguiente, a” = a'. Este elemento se llama inverso al 
elemento a y se designa mediante a-t. 

Hemos obtenido, pues, el segundo corolario de importancia: 
en todo grupo G cualquier elemento a posee un único elemento inverso 
al, para el cual 

aat = aa e. aa) 

Basándose on la asociatividad de la operación de grupo se puedo 

hablar sobre la univocidad del producto de cualquier número finito 


muros 2 


de plementos del grupo, prefijados (al tenor en cuenta la no conmu- 
tatividad eventua] de la operación de grupo) en el orden determi- 
nado. Tomando en consideración les correlaciones (7.1), no es difícil 
señalar la fórmula general para un elemento inverso al producto. 


A sabor, 
(asas a» 


De la correlación (7.1) se deduco que de elemento inverso respecto 
do a~ sirve el propio elemento a, y el elemento inverso para Ja uni- 
será la propia unidad, es decir 


ai a, no 


A 
. So tiono 


4 uno de los elementos inversos derechos 


aa^ m e = oe = eoa, 


Multipliguoruos ambos miembros de eta igualdad a la derocha 
Jos uno do los elementos que son derechos inversos paraa 
iremos que ae == eag, do dondo so dosprendo la igualda: 
puesto que e os la unidad derocha para G. De eto modo, el elemen- 
to e resulta ser también la unidad izquierda para G., 
Luogo, si e” es una unidad arbitraria derecha y e”, una, unidad 

arbitraría izquierda, entonces de las igualdados e"? = e y 
proviene que e = e”, es decir, toda unidad dorecha equival 
Quiera izquierda. Con osto quedan demostradas la existenci 
sida en ol conjunto G del elemento unidad el cual so designará de 
nuevo mediante e. 

Ahora, para todo elemento inverso derecho a-t se ver 
siguiontos correlaciones: 
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so izquierdo para a. Si, ahora, a™ es un elemento inverso derecho 
arbitrario para a y a-i", un olemento inverso izquierdo arbitrario, 
entonces de las igualdades 


se deduce que a r. Esto significa la existencia y unicidad, 
para todo elemento a de G, de un elemento inverso a-t, 

“Ahora no es dificil de probar que el conjunto G será un grupo. 
En efecto, las ecuaciones az =b, ya =b serán, a ciencia cierta, 
satisfechas por los elementos 

ama, y= bat, 


Supongamos que existen también otras soluciones, por ejemplo, ol 

caso de las igualdades 
“az = ez. Al multiplicar ambos 
elemento al, obtenemos z = z. 
modo. el conjunto G es un grupo. 

Un grupo s» Ilama conmutativo o abelíano, si la operación de 
grupo es conmutativa. caso la operación, como regla, recibo 
el nombro de adición y en lugar del símbolo de multiplicación ab 
suele escribirse el de lá suma a + 6. La unidad de un grupo abeliano 
so llama elemento nulo y se designa mediante el símbolo O. La opo- 
ación inversa se denomina sustracción y el elemento inverso, opuesto. 
So designa el último por el símbolo —a. Convengamos en considerar 
que, por definición. ol símbolo de la diferencia a — b significa la 
suma a+ (—b). 

Si, no obstante, en virtud de tal o cual razón, la operación en 
¡an grupo conmutatio e Jamará,mulplicación anlones Ja oper 
ción inversa se considerará como división. Los productos a-1 y bart, 

jue en el caso dado son iguales, se designarán mediante b/a y so 
lnmarán cociente de.la división de b por a. 


Ejercicios. 


Deemuígteo que los å seguir son grupon abelianos. La denomina- 
a iata opción aña aemp o e Doloci mina el onto, 
ettn de p onina: nimero ett le adición de 

E, E cano: simeros compilar ter la operación maitli 
4 ori meros esteros mélupis del núme 3; la operación: 
Some E conjunto: números enteros racionales; la operación: multiplicacion 
16% mares, 


dl pa ona 
e ds dad ds baaa 
PS Y 


ción 


E TE ig eto la seai ma 
E P m dae i n mes 
de dos a arak A 


ns 
ha a € JS tos ajea 

monto ol dro lalo deso Eidos le SA el uo 
plo y op 1 el np, Dal dp 

Gral md er vias us asilo ajos de graso iman 


AAA 


$8. Anillos y campos 


Examivemos un conjunto K en 
Sl que se han introducido dos operaciones, Se amará adición una 
las operaciones y la otra será multiplicación; se empleará lo 
pal MA Si no ed 
están entrelazadas mediante la ley distributiva, os decir, para cualos- 
quiera tres elementos a, b, e de K tienen lugar las correlaciones 


(a+ d)emacthe a(b +e) = ab + ae. 


El conjunto K se lama anillo, si en él están definidas dos opora- 
ciones: adición y multiplicación, siendo asociativas ambas y ligadi 
entre sí por la ley distributiva, con la particularidad de quo la 
ción es conmutativa y posee operación inversa. El anillo so denomir 
conmutativo, si la multiplicación es conmutativa, y no conmutativo, 
en al caso contrario. i 

Ibservemos que cualquier anillo es un grupo abelieno por a 
ción. Por consiguiente, está provisto de un único elemento nulo 0. 
Dicho to tiene la propiedad de que para todo elemento a 
del anillo se verifica la igualdad 


a+0=a. 


La definición de elemento nulo se ha proporcionado únicamente 
con relación a la operación de adición. No obstante, respecto a lo 
multiplicación eto elemento también desempeña un papel singular. 
A saber, en todo anillo el producto de cualquier elemento por el 
elemento nulo es elemento nulo. Efectivamente, sea a un elemento 
cualquiera del anillo K, entonces 


0 = a © + 0) = a-0 + a-0. 
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Somando a ambos miembros de esta igualdad el olomento — 
Hagamos a que a0 = 0. Análoganente s demuestra qu también 

AL hacer usa de rta propiedad del ¿lomiesto nulo podanias demos 
trar que en todo anillo para cualesquiera elementos a, b es válida 
la igualdad 

(a) b = iab). 
En efecto, 
ab + (a) b = (e + (~a) b = 0-b = 0, 

es decir, el elemento (—a) b es opuesto para el elemento ab. De con- 


). 
Ahora os fácil probar que la loy distributiva es lícita también 
pora la diferencia de elementos. Tenemos 
(e — Dom la + (=d) e = ae + (~b) e = 
~= ac + (—(b0)) = ac — be, 
a e) = a (b + (O) = ab + a (=e) = 
= ab + (—(ac)) = ab — ac, 
La ley distributiva, os decir, la regla común para abrir los parén- 
tesis, constituye una única exigencia on la dofinición de anillo que 
liga la adición y la multiplicación. a ley 
estudio conjunto de dos operacion nos suministra más que 
se podria obtener al ostudiarlas por separado. 
“Acabamos de demostrar perciones algbricas an yn 
anillo pomo cdas propiedades habitos para las opacos 
No conviene penan, que cualquier 


los números poseo una propiedad 
ber 


¡tiplicación por un elemento nulo. 


los factores as igual a cero. Esta propiedad ya no es ol 
vo, es decir, un producto de los elementos, 

monto nulo, puedo resultar nulo. 
Los elementos no nulos cuyo producto es un elemento nulo se 
denomina divisores de cero. La presencia de tales elementos en el 
Anillo haco la investigación mucho más complicada y no presta la 
oportunidad de establecer analogía profunda entre los números y los 
olomentos del anillo conmutativo. La analogía de este género nos 
la proporciona el examen de los anillos privados de divisores de cero. 
Supongamos que con relación a la operación de multiplicación 
en un anillo conmutativo hay un elemento unidad ¢ y todo 
mento no nulo a tiene elemento inverso a". No es difícil demostrar 


+9 asnos Y carros 3 
que tanto elemento unidad como el inverso son únicos y, no obstante, 
Jo más importante consiste en el hecho de que ahora el anillo no tiene 
divisores de cero. Efectivamente, ses ab == O, pero a vè 0, Al mul- 
tiplicar ambos miembros de esta igualdad a la izquierda por el ole- 
mento a“', llegamos a que 

atab = (a-a) b = eb 


', por supuesto, ai = 0; Por consiguiente, b = O. 
Y" Ber ausencia de los divisores de cero se deduco que toda igualdad 
so puede reducirla por ua [actor común no m que a = eb 
Y E 0, antonces e (a — b) = O, de lo cual deducimos que a — b m 
O, es decir, a = b. 
Se denomina campo*) un anillo conmutativo P que contieno un 
elemento unidad y todo elemento no nulo tiene elemento inverso. 
"Aprovechando la inscripción de wa cociente a/b en forma de un 
dueto ab", podemos probar con facilidad que en cada campo que. 
in en vigor idas las reglas ordinarias para operar con fracciones, 
teniendo em cuenta las operaciones de adición, sustracción, división 
Y multiplicación. A saber: 


operar 
un conjunto de 
Ja cual lo elementos de todo campo los llamaro- 


cuálquier 
campo so designa mento unidad, por el 
simbolo 

Enunciaremos ahora todos los datos comunes sobre los elementos 
de cualquier campo conmutativo que nos harán falta on lo sucesivo. 

A, À todo par de elementos a, b le corresponde un elemento 
a + b, llamado suma de a y b, con la particularidad de quo: 

1) la adición es commutativa, a + b = b + a, 

2) la adición os asociativa, a + (8 + e) = (2 0) bo, 

3) existo un único elemento nulo Ò tal que a + O = a para cual- 
quier elemento a, 

4) para todo elemento a oxiste un único elemento opuesto —a 
tal que a + (~a) = 0. 


aT an la obra de Kuroscb A. C. «Curso de álgebra superiore, 
PO Ap 
emplear sl término «campo» como. 
ES 


sinónimo" de seusrpo conmutativor. 
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B. A todo par de elementos a, b le corresponde un elemento ab, 
lamado producto de a y b, con la particularidad de que: 

Sle malipir oa comal, 0h = ies 
multiplicación es asociativa, a (be) = (ab), 
O E 
para todo elemento 

dl, para todo slemento no ul a exit un único elemento invar 
so a? tal que go“? = ae = 
“operaciones de adición y multiplicación están ligadas 


entre sí mediante la siguiente correlación: la multiplicación 
distributiva respecto de la adición, (a +b) e = ae + de 
os 


datos citados no pretenden” constituir una independencia 
ino que sólo son una característica cómoda de los elemento: 
Las propiedades A describen un campo desde el punto de vista de la 
operación de adición y dicen que respecto a dicha operación el campo 
constituye un grapo abeliano. Las propiedades B describen un campo 
desde ol punto de vista de la operación de multiplicación e indic 
que respecto a dicha operación el campo so hace un grupo obeliano, 
S de) campo se excuye el elemento nulo. La propiedad C describo 
Jos lazos que unen entre sí dos operaciones. 


Ejercicios. 


Demuétrto que ls conjuntos 1—7 soa los al 

mientras que los Lenjonss 8—13 Prometida del 
% ls hos caso o la notación, sias sl contenido., 

TE cone nimenos salen las operaciones: adición y Wmliplca- 


eita de a 
2. conjunto. mòenaros enteros múltiplos do certo número; las opara- 
«ton: nac y nlplcacón de o md pia 

Y. F cun; nimero rl del oy 3 V2, donde a y 8 on simo 


m e un 
p eta san por las ias 


ou n i, donde n es un 
operei placa sagin el módulo 
7 El conjunto: pares (es 3) Sron enter; ls EE 
Mi: fol; pares (as 0) de numeros str: lr orion e 
le Ha lar bta la B-le = ae, BA 
caca EL equ nens racionales; Las operaciones: adición y multipli- 
de E conjunto: meros rolar; ls aprensión y mutilación 
1. El conjunto: números complejos; las operaciones: adición y multipli- 
cación de Woe nimenos. pes penan 
EA aos iuiar dd ps etaria pufra tri 
os racionales: a operaciones: adición Y muliiplieacidn de los números: 


de 
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js El conjunto: dos elementos a y; las operaciones oa delinen por las 


fo n- 
‘plos se ba aducido 
T'es la forma general 


$0. Multiplicación del segmento 
Por un número 


Rocalquemos una vez más que 
la operación algebraica se ha definido como operación sobre dos 
elementos pertenecientes a un mismo conjunto. Sin embargo, los 
ejemplos numerosos de la fisica muestran que a veces resulta razo 
nable también considerar operaciones sobre los elementos portene- 
cientes a diversos conjuntos. Una de tales operaciones es dictada por 
Jos conceptos de fuerza, desplazamiento, velocidad y aceleració 
Sonsideémosla recurriendo de mero a Jos ejemplos de segmentos 
lirigidos. 

în la física ya hace tiempo se aceptó la práctica de utilizar los 
segmentos. Si so dico que, por ejemplo, una fuerza se ha aumentado 
cinco veces, el segmento que la representa se haco “extender” cinco 
veces sin cambiar la dirección general. Si se habla sobre el cambio 
de la dirección en que actúa Ja fuerza, entonces en el segmento co- 
irespondiente los puntos inicial (origen) y fina] cambian de lugar. 
Partiendo de estos razonamientos, introduzcamos una operación 
que se denomina multiplicación del segmento dirigido por un número 
real, 

Consideremos al principio, algunas cuestiones generales. Sen 
dada en un plano o en un espacio una linea recta arbitraria. Con- 
vengamos en tomar una de Jas direcciones en ésta por positiva y la 
contraria, por negativa. Una recta con la dirección definida so 
llamará efe. 

Supongamos ahora que se ba dado un eje e indicado, además, el 
segmento graduado con ayuda del cual podemos medir cualquier 
otro segmento y determinar, consecuentemente, la longitud del 

A 


Se denomina magnitud (AB) del segmento dirigido AB un núme- 
ro, igual a la longitud del segmento AË, que se toma con el signo 
“más”, si la dirección de AB coincido con la dirección positiva del 


eje y con el signo “menos”, si la dirección de AË coincide con la 
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dirección negativa del eje. Las magnitudes de todos los segmentos 
dirigidos nulos se consideran iguales a cero, es deci, 
(4) =0. 
Indepondiontemente de cuál dirección on el aje s ha acoptado 
por positiva, la dicción de AD es opuesta a la de BÀ. mientras 


que las longitudes de los segmentos dirigidos AB y BA son iguales, 
por lo cual, 


(5) (5A). 04) 


La magnitud de un segmento dirigido, a diferencia de su longitud, 
tener cualquier signo. Puesto que la longitud del segmento 


—_—_— 
DA a 
Fig. 0, 


dirigido A2 es el módulo de su magnitud, entonces con el fin do desig- 
Er emplearemos el símbolo | AB |. Está claro que a diforencia de 
14811841. 

Supongamos qu nu má pts ts psa al 
g A, B, C que definen tres segmentos dirigidos AB, 73 

at que Ss la dando do ls per, ls aliados de 

díchos segmentos dirigidos satisfacen la correlación 
(db) + (80) = (18). oa 
En ofecto, supongamos que la dirección del oje y la disposición 


do los puntos es tal como las muestra la fig. 9.1. En este caso será 
vidente que 


Cil + 141 = 1b. 


De acuerdo con la definición de magnitud del segmento di 
la igualdad (9.1) tenemos 


Aid, An 00 
1051 =40b)=— (Bô) 
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Por ello, de (0.3) se deduce 


446) HAB) = (50), 
lo que coincido, en esencia, con (92) 
En la demostración hemos usado únicamento las correlaciones 
Jo dependen de la disposición mutua de los pun- 
l eje, ge dependen de si dichos puntos coinciden 


(B4 80) = (48) +180). (05 

La magnitud de un segmento dirigido determina, salvo el traslado 

paralelo, ol propio segmento ex el ejo. Mas, al tomar en consideración 

que los segmentos dirigidos iguales también quedan determinados, 

salvo el traslado paralelo, quiero decir que la magnitud do un seg: 

mento dirigido define univocamente en el eje dado toda la totalidad 
de segmentos dirigidos iguales. 


Supongamos ahora que se han dado el segmento dirigido AB 


y el número a. So denomina producto a: AB del segmento dirigido AB 
Por un número real a un segmento dirigido, ubicado on el eje que pasa 


por los puntos A, B, y cuya magnitud es igual a a- (AB). De este 
modo, por definición 


(aÃ) 2 (1). (9.6) 
Para cualesquiera números a, $ y cualesquiera segmentos diri- 


gidos a, b la operación de multiplicación del segmento dirigido por 
En número posee las siguientes propiedades: 
te=a afa) = (ap) a, 
la + B)u = aa + Ba, a (a + b) = aa + ab. 

Las primeras tres propiedades son bastante sencillas. Para 
demostrarlas basta notaz que en los miembros izqnierdos y derechos 
de las igualdades figuran los vectores dispuestos en un eje y hacer 
uso, Juego, de las correlaciones (9.5), (9.6). Demostremos la cuarta 

ropiedad. Supongamos, para simplificar, que a >0. Apliquemos 
los vectores a, b a un punto Común y construyamos sobre ellos un 
paralelogramo cuya diagonal será igual a a + b (6,32). Al mul 
úplicar los vectores a, È por a, la diagonal del paralelogramo resul- 
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tará también multiplicada por a, en virtud de la semejanza de las 

figuras. Pero esto precisamente significa que aa + ab = a (a + b). 

Observemos en conclusión que la introducción de la magnitud 

de un segmento dirigido puede interpretarse como introducción de 
cierta “función” 


f (a (05 


cuyo “argumento” son los vectores z 
dy de un mismo e, mientras que el par 
pel de “valor” lo desempeñan los n- 
eros reales £. En esto caso 
(+= (+0 
haa 02)=1(2) 


para cualesquiera vectores z è y en el ojo y cualquier número A. 


Ejercielos. 
A. Demivemo que sl ruedo de la operación de multiplies 
un númaro mo dependa da cómo enté definida la dreción poitea en al ejo. 
"2 Bmanéaribe que el unido de la operación de ¡uliplcación por 
cate elogió de solis PE e ml da 
ai Cul eno a eps er Meles, o Dark sali de dieho 
"e Demuistrese que la operación de multiplicación par un número, deti- 
sida an «mala computo de agnetas eplanaro, 10 hard salir de dicho 


En 
prestas sn sí los segmentos dir purto y nulo desde 
Aria ata delicada pora alt 


pd de 
$ 10. Espacios lineales 


La resolución de los problemas 
do cualquier género se reduce, al fin y al cabo, al estudio de ciertos 
conjuntos y, en primer lugar, al estudio de la estructura de dicho 
conjuntos. Para estudiar la estructura de conjuntos se emplean los 
más diversos métodos. Por ojemplo, partiendo de la propiedad 
característica que poseen los elementos (lo que se hace en los proble- 
mas referentes a la construcción de lugares geométricos) o bien par- 
tiendo de Jas propiedades de las operaciones, si están definidas para 
los elementos. 

El último método parece ser de atracción especial debido a su 
generalidad. Efectivamente, ya hemos visto repetidamente que en 
los más diversos conjuntos pueden introducirse las más diversas 
operaciones que. no obstante, poseen propiedades iguales. Será 
vidente por esta razón que sí en la investigación de los conjuntos 
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se obtiene cierto resultado sólo en la base de las propiedades de una 
operación, este resultado tendrá lugar en todos los conjuntos, donde 
Jas operaciones poseen las mismas propiedades. En este caso la natu- 
raleza concreta tanto de los elementos como de las operaciones sobre 
ellos puede ser completamente diferente, 

Anteriormente hemos introducido para la consideración unos 
nuevos objetos matemáticos que llamamos segmentos dirigidos o vec- 
tores y hemos determinado las operaciones Sobre dichos objetos. Se 
conoce que en realidad detrás de los vectores están los objetos físicos 
bien reales. Por esto, la investigación detallada de la estructura de 
los coajuntos representa interés por lo menos para la física. 

Ya ahora conocemos tres tipos de conjuntos en los cuales las opo- 
raciones poseen las mismas propiedades. Estos conjuntos son: de 
voctores colineales, de vectores coplanares y de vectores en todo el 
espacio. A posar de que en estos conjuntos están introducidas las 
mismas operaciones, tenemos derecho de esperar que la estructura 
de los propios conjuntos debo ser diferente, 

Hay una tentación, originada por la sencillez de los conjuntos 
sitados: que conduce al deseo de estudiarlo apoyándose sólo on los 
peculiaridades coneretas de los element embargo, no podemos 
Sino observar ol hecho de que dichos conjuntos tienen mucho en co- 
mún, razón por la cual parece racional comenzar su estudio partiendo 
de ciertas posiciones generales, abrigando esperanta, por lo menos, 

pue tendremos zito en evitar repeticiones fastidiosa y monótonas al pasar 

A e A 
mos, por supuesto, que en el caso de aparecer algún conjunto con 
propiedades análogas, a Gate último podríamos extender Inmediato: 
mente todos los resultados de las investigaciones realizadas. 

He aquí todos los bechos generales que se conocen acerca do los 
vectores que forman cualquiera de los tres conjuntos en consido- 
ración. 

A. A todo par de vectores z, y lo corresponde un vector z + y, 
llamado suma de z e y, con la particularidad de que: 

1) la adición es conmutativa, z+ y = y + z, 

2) la adición es asociative, z+ ($ 3) RA 
3) existe un único vector nulo O tal que z + 0 = z para cua 
quier vector z. 

d) paa tdo vector z existe un único vector opuesto —z tal que 
(0 

B. A todo par a, z (donde a es un número y z, un vector) le co- 
rresponde el vector ax, llamado producto de a y z, con la particu- 
Jaridad de que: 

1) la multiplicación por los números es asociativa, a($z) = (aP)z, 

2) fz = z para todo vector z. 

€. Las operaciones de adición y multiplicaci 
entre sí por las siguientes correlaciones: 


están ligadas 
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1) la multiplicación por un número es distributiva respecto de la 
adición de los vectores, a (z +a) = az + 

2) la multiplicación por un vector es distributiva respecto de la 
adición de Jos números. (a + 8) = az + Bz, 

AL igual que en el caso de un campo. los hechos citados no pre- 
tenden ser independientes lógicamente. Las propiedades A describen 
conjunto de vectores desde el punto de vista de la operación de 
adición y dicen que respecto de esta operación el conjunto repre- 
senta un grupo abeliano. Las propiedades B dese tonjunto 
de vectores desdo el punto de vista de la operación de multiplicación 
de un vector por un número. Las propiedades C describen los lazos 
existentes entro las dos operaciones. 

Examinemos ahora un conjunto X y un campo P de carácter 
arbitrario, El conjunto X se llamará espacio linea? sobre el campo P, 
si para todos los elementos de K están definidas las operaciones dè 
adición y multiplicación por los números de P y están cumplidos 
los axiomas A, B, C. De conformidad con esta terminología, podemos 
declarar que el conjunto de vectores colineales, el conjunto de vectores 
coplanares y ol de vectores en todo el espacio son espacios lineales 
sobre el campo de números reales. 

Los elementos de cualquier espacio lineal los llamaremos vectores, 
a pesar de que según su naturaleza concreta dichos elementos pueden 
ser bien distintos de los segmentos dirigidos. Las representacion 
geométricas, relacionadas con el nombro de “vector, nos ayudarán 
en aclarar y, con frecuencia, on prever los resultados necese 
como lambila vu buscar la interpretación geométrica de dlls 
hechos la cual no siempre resulta obvia. 

Los vectores del espacio lineal se desiguarán, como antes, me- 
tras latinas minúsculas y los números, con letras minúsculas 
griegas. Un espacio lineal se llamará racional, real o complejo, según 
Soa el campo P de numeros racionales, de números reales o de los 
complejos y se designará mediante D, R y C, respectivamente, El 
hecho do que on la denominación y la designación no se da ninguna 

los elementos del propio espacio tiene un sentido muy 
lo cual hablaremos mucho más tarde 
pasar a la investigeción detallada de 

mocer algunos corolarios más sencillos que provienen 
las operaciones de adición y multiplicación por 


los, 
de la oxistenci 
un número. Conciernen, en lo esencial, a los vectores nulo y opuesto. 

En todo espacio lineal para cualquier elemento z so verifica la 
igualdad 


07=0, 


donde en el segundo miembro O significa el vector nulo y en el pri- 
A S ea al miaa make, Para demostrar onte correlación 
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examinemos el elemento O-z + z. Tenemos 
Orba 0+ rm dom 
Por consiguiente, 
2=0x4x 
Al sumar a ambos miembros de la igualdad el elemento —z, hi 
O= z+ (>27) = Oz + 2) e 
= 002 + (e + (=a) = Oez + O m 00 
Ahora ya es fácil indicar la expresión explícita para el elemento 
opuesto —z en términos del propio elemento z. A saber, 
== (1. 
La validoz de esta fórmula se deduce de las correlaciones sencillas 
z4 (jam ber (1 1) 002 0, 
su vez, permito demostrar la validez de las correlaciones 
=la) = (~a) z a (2) 


Esto, 


puesto que 
laz) = (4) (a2) = (0) z = a (A) 2) = a (2) 
Recordemos que por definición de operación do- sustracción, 
z— y = z + (=y) para cualesquiera vectores z o y. La expresión 
explicita para el vector opuesto permite señalar quo las loyes distri- 
butivas son legítimas también para lo diferencia. En efecto, e 
quiera que sean los números a, $ y los vectores z, y, tendrom 


(a — Pam az + (P) z = ar + (—(Pa)) = az — fa, 
a(z — y) = a (e + (A) = ar + (a) 
= az + (lay) = ar — ay. 
De aquí proviene, en particular, que para todo número 
2:00, 


puesto que 
a0 = a (z — 2) = az — ar = ar + (az) =0. 
Y, por fin, el último corolario. Si para algún número a y el vec- 
tor x'se verilica la correlación 
a=0, 404) 
entonces, o bien a = 0 o bien z = 0. Efectivamente, si la Igualdad 


(10.1) se realiza, puede haber una de las dos posibilidades: o bien a = 
= Ü o bien a # 0. El caso a = 0 confirma nuestra afirmación. Sea, 
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ahora, a 0. En esto caso 


rntrn ($a) rotag=t omo. 


De aquí se desprende, en particular, que en todo espacio lineal 
cualquier igualdad puedo ser reducida formalmento por un factor 
común no nulo, no importa que dicho factor sea un número o un 
vector. Efectivamente, si es que az= fr y z0p4«0, tonomos 
(a — P)z = 0, y entonces a— PB = 0, es decir, a = f. Sí, en 
cambio, az = ay y a s4 0, se tene a (z — y) = Ó y entonces z — 
Z y= 0, es docir, = = y. 

Así pues, desde el punto de vista de las operaciones de multiplica- 
ción, adición y sustracción tienen lugar formalmente todas las reglas de 
transformaciones equivalentes para les expresiones algebraicas. En lo 
gue sigue ostas reglas ya no serán objeto de especificaciones especta- 

jos. 

"Así damos por terminado el primer conocimiento con los espacios 
lineales. Sólo nos resta observar que no es por casualidad que homos 
escrito en la forma única las propiedades do operacion 
y en el espacio lineal. Existen rasgos de la seme) 
dy de la diferencia, en igual medida) entre los ax 


Ejercicios. 


l conjunto: números roles; la adición 
'moluplicación por un número: multiplicación 


a 
to números complejos, la adición. 
LA por un número: multipli- 
oa 
i uee eenah 
Ai Eeh h 
TAn ES AL Tege q e mo de at 
adición so determina por la a+ e = a; la multiplicación por un número: 
o E A 


+ 


$ 11. Sumas finitas y productos 
Finitos 


Los campos y los espacios lines 

les serán conjuntos principales que trataremos en [o sucesivo. En 
estos conjuntos están introducidas dos operaciones: la adición y la 
multiplicación. Si se realizan un gran número de operaciones sobro 
los elementos, aparecen expresiones que contienen on cantidad con- 
siderable tanto sumandos tomo factores, Para asegurar la comodidad. 
do su inscripción introduzcamos símbolos correspondientes, Supon- 
dromos, además, que la ádición y la multiplicación son operaciones 
conmutativas y asociativas. 

Sea dado un número finito de los elemenjos, no necesariamento 
distintos. Convongamos en considerar que todos los elementos están 
enumerados de cierta manera y se les han atribuido unos números que 
varían seguidamente a partir del número k hasta algún número p. 
Los elementos se designarán mediante una letra, indicando el núme- 
ro. El propio número, el cual se llamará en adelante índice, puedo 
ocupar en la designación un lugar arbitrario. El indice puedo dis- 
ponerse al Jado de la letra encerrado entro paróntesis, abajo cerca 
¿e la letra, arriba cerca de la letra, etc. Esto no tiene ninguna impor- 
tancia. Con mayor frecuencia lo escribiremos al lado de la letra, 
abajo, a la derecha. 

na suma de olementos a, 
el símbolo de la forma 


, ap so designará modianto 


artat.. p< Y As (11.1) 
El índice + en esta fórmula se donomina indice de adición. Nada varia- 
rá, por supuesto, si lo designamos con cualquier otra letra. A vecos, 


bajo el signo de la suma se undicará de manera explícita aquella 
totalidad de los índicos según los cualos se realiza la adición. Por 
ejemplo, la suma en consideración podría ser escrita de la forma: 


atanta X ar 


Es evidenta que si todo elemento o es igual al producto del elo- 
mento by y elemento a, donde œ no depende del índico de adición 4, 
entonces 


Š cos Y, du 
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ss decir, el factor que no depende del índice de adición puede sacarse 
fuera del signo de la suma. 

Supongamos ahora que los elementos están marcados con dos 
índices ceda uno de los cuales varía independientemente. Aceptemos 
para estos elementos una designación general ayy y sea, por ejemplo, 
k<i<pi m</<n. Dispongamos los elementos en forma de 
vna tabla rectangular 


Está claro que independientemente del orden en quo so realiza la 
sumación, el resultado será ol mismo. Por ello, al tomar en consido- 
ración la designación introducida para la suma, tenemos 


(anchoa, morts H 
oa 


¿atar + Ema. 
Por otro lado, esta misma suma es igual a 

(rmt arti mot >< Hapa) + (an, mer 

Hamat Hap mt) H Haan E F 


è 
Y mt) e. 
È mti aant +8 
Por consiguiente, 


Si convonimos en realizar la adición siempre do manera sucesiva 
ogún los índices de las sumas dispuestas de derecha a la izquierda, 
Jos paréntesis pueden ser omitidos y, en definitiva, obtenemos 


POPPO 
Quiere decir que al sumar según dos índices se puedo cambiar el 
orden de la adición. Si, por ejemplo, ary = 21517, dondo ay no dependo 
del índice j, entonces 


¿ot a Ea 
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Los resultados análogos tienen lugar para las sumas realizadas 
según cualquier número finito de fadices. 

El producto de los elementos aa, dy > 
mediante el símbolo de tal forma: 


se designará 


ii 
Lomo 


Igual que en el caso de sumación, al calcular un producto según dos 
índices, se puede cambiar el orden de cálculo del producto, es decir, 


Lio dar 
Todos estos hechos se demuestran según el mismo esquema que so 
usa en el caso de sumación de los números. 


Se $ sumo 


Cálculos. aproximados 


Los conjuntos examinados son 
do amplio uso más diversas investigaciones teóricas. Para 
obtenor el resultado en dichas investigaciones hemos de realizar 
casi siempre ciertas operaciones sobre los elementos de los conjuntos, 
Muy a menudo surge la necesidad en la realización de cálculos con 
elementos dé los campos numéricos. Desearíamos atraer la atención 
a una peculiaridad muy importante en la realización práctica de los 
cálculos somejantes. 
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Supongamos, para concretar, que tenemos un campo de números 
xesles. Supongamos, además, que todo número se representa como 
una fracción decimal infinita. Ni un ser humano ni una computadora 
más moderna pueden operar con las fracciones infinitas. Por esta 
razón, en Ja práctica cada fracción de tal índole se sustituye por una 
fracción decimal finita, próxima a la primer, o por un número 
racional conveniente. 

Así pues, un número real exacto es sustituido por un número apro- 
ximado. En las investigaciones teóricas, donde se sobreentiende la 
pretación exacta de los números, tal o cul expresión e sustituye 

astante a menudo por otra expresió, agoa a la primera, sunque 
escrito, quizás, en una forma distinta. Por supuesto, en éste caso 
tal sustitución no puedo despertar objeciones ni tampoco las dudas. 
En cambio, sí deseamos calcular una expresión con ayuda de unos 
múmeros prefijados aproximadamente, ya mo es indelerente pa 
nosotros en qué forma se ha dado la expresión. 

Consideremos un ejemplo sencillo. Es fácil comprobar que en ol 
caso de prefijar exactamente el número J/Z se temo 


VZ- WE 2.4) 


Puesto que F= 1,4142 ...., los números 7/5 =4,4 y 17/12 m 
= 4,4108 . .. pueden considerarse valores aproximados para Y E. 
Per, al suitte 7/5 en os miembros izquierdo y derecho de (12.1), 
obtenemos 0,00509 . . . y 1.0, respectivamento. Para 17/12 tenemos 
0,00523 .... y —0,1606". . . Los resultados de la sustitución son 
mwy distintos uno del otro y no so ve de una tirada cuál de ellos es 
más próximo al valor exacto. Esto nos maestra la precaución con la 
que se deben tratar los múmeros ap É 

Nos hemos detenido sôlo en una fuente de aparición de los núme- 
tos aproximados que es ol redondeo de los números dados con toda 
lo exactitud. En Ja realidad existen también varios otros fuentes. 
Por ejemplo, ls datos iniciales para os cálculos se obtienen on fro 
cuencia de un experimento, mientras que cualquier experimento 
puedo proporcionar resultados de exactitud limitada. Ya las opera- 
ciones más simples, como son la multiplicación y división, pueden 
egadir el aumente del cantidad e ¿ndo en ls cons, Por 

, nos veremos obligados a despreciar una parte de los órdenes 
en los resultados de los cálculos intermedios, es decir, aquí también 
ciertos números se sustituyen por los aproximados, etc. 

La investigación detallada de las operaciones con los números 
aproximados sale de los márgenes do este curso. No obstante, la dile 
rencia entro los cálculos teóricos y prácticos será con frecuencia 
objeto de nuestra discusión, La necesidad en tal discusión está pro- 
vocada por lo que los cáleuos teóricos no pueden ser realizados, como 
vegla, en la forma precisa. 
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Ejercicios. 
A. ¿Cuál fracción decimal finita os pecesavia para aproximar 1/2 para 
os Femultados del cálculo de los miembros izquierdo Y Eon] 


ns nai de acuerdo cop conque spa Caca bania y 
rie dera dl com ¿Quedan vigor Tat popeados do cos AS 


oneone 
lat laa e ias condiciones del ejercicio antecedento as leyes 
diarii ia 


"ESA ga deducción Lega Ud si en ls ejercicios 2 y 3 se an obeido 
ropas Sagatin 


CAPÍTULO 2 ESTRUCTURA DEL ESPACIO 
LINEAL 


$ 13, Combinaciones lineales 
y cápsulas 


Supongamos que en el espacio 
lineal K, definido sobre un campo P, se ha elegido un número finito 
vectores 


so denominará subsistema del segundo sistema, si ol pri- 
sólo contiene ciertos vectores del segundo y no contiene 
ningunos otros, vectores; 

bre los vectores del sistema dado y los vectores obtenidos de 
los primeros se realizarán las operaciones de adición y multiplicación 
por unos números. Está claro que todo vector z del tipo 


200 + a+... + rta (34) 


donde a, an, +; + a, son unos números del campo P, se obti 
de los vectores del sistema dado e, e, =>. en uda de las 
operaciones citadas. Más aún, cualquiera quo sea el orden en que se 
creian astas operaciones, obiendomos solaman los vectores del 
tipo, (13.1). 

Respecto del vector z de (13.1) suele decirse que se expresa lineal- 
mente on términos de los vectores e, =s €n. El segundo miom- 
bro do (13,1) so denomina combinación línea! de estos vectores y los 
números a» ay, . . ., Gn son coeficientes de la combinación lineal. 

Fijemos el sistoma de vectores e, es, . . ., £a y dejemos que los 
coeficientes de las combinaciones lineales tomen cualesquiera valores 
del campo P. En este caso quedará definido cierto conjunto de vecto- 
zes de K. Esto conjunto Ieva el nombre de cápsula lineal de los vecto- 
TS Gi ea +» . €n y so designa con L (en, êp,» s €n). 

Nuestro interés hacia las cápsulas lineales se debe a dos cireuns- 
tancias. En primer lugar, toda cápsula lineal tione una estructura 
muy simple: representa en sí una totalidad de todas las combina- 
ciones lineales de vectores del sistema dado. Segundo, la cápsula 
lineal de cualquier sistema de vectores de todo espacio lineal es de 
por sí un espacio lineal. 
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Efectivamente, el cumplimiento de todos los axiomas de un espa- 
cio lineal es casi obvio. Sólo los axiomas referentes al vector nulo 
y al opuesto necesitan, quizás, algunas explicaciones. El vector nulo 
ertonece a ciencia cierta a cualquier cápsula lineal y corresponde 
a ios valores nulos de los coeficientes de la combinación lineal, es 
decir, 


0= 000 + Oet... +0 
EL vector, opuesto para el vector (13.4), tendrá la forma 
a (~a) e, + (00) es ++ + «+ (420) ene 

La unicidad de los vectores nulo y opuesto proviene de su unicidad 

como vectores pertenecientes al espacio lineal K. 

Observemos que la cápsula lineal de los vectores e, 

es un espacio lineal “m£nimo” que contieno dichos vectores. En 

O e ac, el 

+ €a, mientras que todo espacio Lin 

£n, ha de contener 


"Así pues, todo espacio lineal conti 
conjunto infinito de otros espacios li 
cápsulas lineales. Ahora surgen unas pi 

En qué condiciones las cápoulas liaales de dos sistemas di 
rentes de vectores consisten de los mismos vectores del espacio ink 

¿Qué número mínimo de vectores defino una misma cápsula 
local? 

¿Será el espacio lineal inicial una cápsula Jis 
sus vectores? 

Las respuestas a estas preguntas y otras las daromos on el futuro 
más próximo. Con esto fin emplearemos en gran escala la noción de 
combinación lineal y, en particular, la d de su transitividad. 
A saber, si un cierto vector z es una combinación lineal de los vecto- 
TeS Zy, Zas +» Zr Y Cada uno de ellos, a su turno, es una combina- 
ción lineal de los vectores Y, Yu - --« Va, entonces el vector z 
también puedo ser representado Como combinación lineal de los 
vectores Y Yr Demostremos esta propiedad. Sea 


Y bi 43.2) 
y, además, para todos los números í, 1 < í < r, 


PET 


donde Pi y yy son unos números arbitrarios del campo P. 
"Al sustituir la expresión para 2 en el segundo miembro de (13.2) 
y al hacer uso de las propiedades correspondientes de las sumas fini- 


en el caso general, un 
les representados por las 


1 de algunos de 
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obtenemos 


rara À ume $ $ bame 


E TTO 
am Pinn E] 
donde los cooficientes Ey significan Ias siguientes expresiones: 


u= $ par 


Por consiguiente, ls transitividad de la noción de combinación 
lineal realmente tiene Jugar. 


$ a$ 
badu Y, twn 


no puodo ser cápanla Iosal de dos segmentos dirigidos cualesquier. 


$14. Dependencia lineal 
Consideraremos otra vez los vec- 


PO ths to a Y ên ên» 

Supongamos luego que enire Jos" vectores en, ey, os é, hay 
un vector, por ejemplo, e, que también se expresa linealmente en 
términos de os vectores reslamtes. A) repetir puestos razonamientos. 
Jlegamos a lo conclusión de que ahora cualquier combinación lineal 
de los vectores ej, ep - . » € es también una combinación lineal 
do los vectores ep, 6 - €p- Continuando este proceso, pasaremos, 
al fin y al cabo, del sistema ep, € - - +» n 8 Un sistema de vectores 
del cual ya no podremos excluir ni uno de los vectores. La cápsula 
Jineal del nuevo sistema de vectores coincide, evidentemente, con Ja 
cápsula lineal de los vectores € €s, ---. €n. Además, podemos 
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decir que si entre e, » en hubo aunque un solo vector no 
nulo, el nuevo sistema de vectores o bien consiste solamente en un vector 
no nulo o bien ninguno de sus vectores se ezpresa linealmente en térmi» 
nos de las vectores restantes. 

Tal sistema de vectores se llama linealmente independiente, 

Si un sistema de vectores no es linealmente independiente, se 
denomina linealmente dependiente. En particular, según se infiere de 
Ja definición, un sistema compuesto sólo por un voctor mulo será 
linealmente dependiente. La dependencia y la independencia lineales 
constituyen las propiedades del sistema de vectores. Sin ombargo, 
muy a menudo los adjetivos correspondientes se aplican también 
a los mismos vectores, razón por la cual en lugar del ja lineal- 
mento independ vectores” diremos, a veces, "sistema de los 
vectores lincoln dependientes”, etc. 

Desde el punto de vista de las nociones introducidas los razona 
mientos realizados significan que se ha demostrado el 

144. SL entre los vectores €y, €s, . » », €n no lodos son nulos 
y si dicho sistema es linealmente dependiente, entonces en éste puede 
extslir un subsistemo linealmente independiente de vectores, en cuyos 
lérminos es linealmente expresado cualquiera de los vectores e % 


cx dee 

Una circunstancia, inesperada a primera vista, determina si un 
sistema de vectores e. es -. .. en es linealmente dependiente 
o linealmente independiente, Ya se ha observado que el vector nulo 
pertenece n la cápsula lineal y es representado a ciencia cierta por la 
combinación lineal (13.1) con valores nulos “de los coeficientes. 
A pesar de esto, puede expresarse linealmente en términos do los 
VOCLOreS ey, ea... e, de otro método, es decir, determínarso 
por otro surtido de los coeficientes de lá combinación lineal. La 
independencia lineal de los vectores ey, es, . » ., €, está estrecha- 
mente vinculada con la unicidad de la representación del elemento 
nulo en términos de los vectores citados. A saber, es válido el 


TEOREMA 141. Un sistema de los vectores €. Cu... € 0 
linealmente independiente cuando, y sólo cuando, de la Igualdad 
atar to H nea = O (44) 


se deduce que todos los coeficientes de la combinación lineal son nulos. 

vesoyrmación Sea n=1. Si e0, entonces, según se 
ha mostrado antes, de la correlación aye, = O debe provenir que 
y = O. En cambio, si de la igualdad ye, = 0 se desprende que el 
coeficiente a, es nulo, entonces, evidentemente, e, no puede ser nulo. 

Examínemos ahora el caso en que n > 2. Sea el sistema de vecto- 
res linealmente independiente. Supongamos que la igualdad (14.1) 
resulta lícita con cierto surtido de los coeficientes, entre los cuales 
existe aunque uno que sea distinto de cero. Ses, por ejemplo, ay # 0. 


se 
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de 4) canas 
(Eater (E 


es decir, ol vector e, se expresa linealmente en términos de los demás 
vectores del sistema. Esto contradice a la condición de independencia 
lineal del sistema, por lo cual no puede haber tes no nulos 
entre aquellos que satisfacen (44.1). 
Si de la igualdad (14.1) se deduce que todos los coeficientes son 
sistema de vectores no puedo ser linealmente dependiente. 
o, supondremos lo contrario y sea, por ejemplo, un vector e; 
expresa linealmente en términos de los demás, es decir, 


ea Bata + Bata + + Bano 


En esto caso la igualdad (14.4) sorá satisfecha a ciencia cierta 

los coeti 

por lo 
Este teorema os de tan amplio uso 

juo muy a menudo su afirmación se considera simplemente como 

ppondeucia lineal, 

Ho aquí dos propiedades sencillas de los sistemas de vectores 

vinculadas con la dependencia lineal. 

exa n.n St algunos de los vectores e, e 
linealmente dependientes, todo el sistema €. €, >- » 
mente dependiente. 

DEMOSTRACION Sin restringir la generalidad podemos con- 
sidorar que los primeros vectores €, es, - ea son linealmento 
dependientes. Por consiguiente, existen tales números œ, 2, - > 
< i. dla, entro los cuales hay distintos do cero, que 

anta to fal. 
Do aquí fluye la legitimidad de la igualdad 
that. he +Oceo +00 


Mas, esta iguoldad significa dependencia lineal de los vectores 
+ n >; 01 Em Puesto que entre los números da, s,» s As 
kesa algunos que no son nulos. 

LENA 143. Si entre los vectores er, €s, . -, €n hay aunque un 
solo vector nulo, todo el sistema €,. €s, - `., € será linealmente de- 
pendiente. 

Dexosrracios, En efecto, un sistema compuesto porun vec- 
tor nulo es linealmente dependiente. Por ello, de la propiedad que 
acabamos de demostrar se infiere dependencia lineal de todo el 
sistema. 

El teorema que sigue ropresonta un resultado más importante 
referente a la dependencia lineal. 
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Teomema 162 Los rectores Ey fm ---1 € son linealmente 


nulo. Si k = 4, quiere decir e, = 0. Sea ahora k > 1. En este caso 
a+ AAA + me 0 
cian 
0 rt (ee + (ja 
Con esto queda demostrada la necesidad de la afirmación enun- 
o ere T 
a aa 
érminos de los vectores anteriores, significa la dependencia lineal 
imeros vectores en el sistema €, êg, en, Do aquí se 
a a DaN 


Ejercicios. 


1, Demuéstreso que si algún vector de un espacio linen) se rapresenta de 
modo ana mate cinc Hasni o veis +00 
o peral jism de y Ceres ealmento 


"5" pemuésimse que un sistema de dos segmentos dirigidos no colineales 
es linealmente Independiente: " me 


$15. Sistemas equivalentes 
de vectores 


Examinaremos dos sistemas do 
vectores de un espacio línea! X. Supongamos que las cápsulas linen- 
les do estos sistemas coinciden y constituyen cierto conjunto L. Al 
conjunto L le pertenece a ciencia cierta cualquiera de los vectores 
de ambos sistemes y, además, cada uno do los vectores de L puede 
sor representado, en el caso dado, en forma de la combinación lineal 
tanto de los vectores de un sistema como de los vectores del otro. 
Por consiguiente: 
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Dos sistemas de vectores poseen la propiedad de que cualquier vector 
de cada sistema se expresa linealmente en términos de los vectores del 
otro sistema. 

Los sistemas de tal tipo se llamen equivalentes, 

De lo dicho se desprende que s las cápsulas lineales de dos siste- 
mas de vectores coinciden, entonces los sistemas son equivalentes. 


ción lineal de los vectores de un sistema puede representarse como 
combinación lineal de los vectores del otro sistema, es decir, las 
cápsulas lineales de ambos sistemas coinciden, Así pues, es válido el 

Lewa iit. Para que las cápsulas lineales de dos sistemas de 
vectores coincidan, es necesario y suficiente que dichos sistemas sean 
equivalentes. 

Hemos de notar que el concepto de equivalencia de dos sistemas 
de vectores es una relación de equivalencia. La reflexividad es obvia, 
puesto que todo sistema es equivalente a sí mismo; la simetría fluye 
de la dofinición de sistemas equivalentes y la transitividad de esto 
concepto proviene de la transitividad de la noción de combinación 
lineal. Por esta razón el conjunto de todos los sistemas de vectores de 
un espacio lineal se puede dividir en claves de los sistemas equivalentes. 
Es importante subrayar que a todos los de cada clase los 
corresponde una y sólo una cápsula lineal. 

Sobre la proporción del número de vectores en los sistemas equiva- 
lontes nada puede decirse en el caso general. En cambio, si de los 
dos sistemas equivalentes aunque uno es linealmente independiente, 
podemos hacor deducciones definitivas acerca de la cantidad de los 
vectores. Estas deducciones se fundamentan en el 

reonExA 151. SI cado uno de los vectores de un sistema 
Unealmente Independiente ey, es . . «, en 50 expresa linealmente en 
términos de los voctores p, Ys. -- »; Vm entonces n Ç m. 

Dewosrnaciox. Por hipótesis del teorema, el vector ey 
e oxpresa linealmente en términos de los vectores Yi. Yas -+ + Vmr 
por lo cual ol sistema 


In (154) 


os linealmente dependiente. El vector e, no es nulo, razón por la 
cual, de acuerdo con el teorema 14.2, cierto vector yy de (15.1) es 
una combinación lineal de los vectores anteriores. Al eliminar este 
vector, obtendremos el sistema: 


Enn Ya a Vicar Vito -+ ee Vm 45.2) 


Ahora, haciendo uso de la transitividad de la noción de combinación 
lineal, es fácil mostrar que cada uno de los vectores e, es, - <<» € 
se expresa linealmente en términos de los vectores (15.3). 


Cos Ds Los 
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Adjuntemos a los vectores (15.2) por la izquierda el vector £3-y. 
De nuevo llegamos a que el sistema 


lao Das +00 cas Vern 00 Um (15.3) 


es linealmente dependiente. El vector ep, no es nulo, por lo cual, 
de acuerdo con el teorema 14.2, uno de los vectores restantes (15,3) 
s una combinación lineal de los vectores anteriores, De este vector 
o puedo servit e, puesto que en tal caso sería linsalmento depen- 
diente ol sistema de os vectores 6, en y, por consiguiente, todo al 

car. De se ido, sirio vestar y do (13.3) 
¡mente en términos de los anteriores. Silo elimina» 
mog, obtendremos de nuevo un sistema por cuyo intermedio 3o expre. 
sa linealmente cada uno de los vectores e => Ss 

Continuando este proceso advertimos que los tectros Yis y, - + 
s «ss Ya 20 pueden ser agotados antes de que se hayan adJuntado 
lodos ls vectoros € ep, -s da. En el caso contrario resulta que 
cada uno de los vectores ey, ds. 6, se expresa linealmente on 
términos de una parte de los veciores de ete mismo sistema, os 
decir todo el sistema a de sop Ninealmonto dependiente, Puto 
que esto contradice a la hipótesis del teorema, de aquí se deduco 
o nE m 

'Consideraremos unos corolarios de este teorema. Sonn dados dos 
sistomas equivalentes de vectores lincalmento independientes, De 
Acuerdo con el teorema demostrado, cada uno de dichos sistemas 
contiene no más vectores que el otro. Por consiguiente: 

Los sistemas equivalentes linealmente 6 les e componen 
de un mismo número de vectores. 

Luego, tomemos n vectores arbitrarios, construyamos en ellos 
una cápoula lineal y elijamos en ésta n + 4 vectores cualesquier. 
Como el número do ostos vectores es mayor que el do vectores dados, 
ellos no pueden ser linealmente independientes, Por esto: 

Cualesquiera n + Y vectores de la cápsula lineal de un sistema de n 
vectores son linealmente 

a afirmación del lema {4.1 significa en términos de los sistemas 
equivalentes que cualquiera que sea el sistema de los vectores que 
10 son nulos simultáneamente, existe on dl un subsistema linealmente 
independiente que es oquivs sistema. Este subsistema lleva 
sl nombre de base del sistema inicial. 

Por supuesto, todo sistema puode tener más que una base. Todas 
las bases de ls sistemas equivalentes son de por sí sistemas equiva- 
lentes, Del primer corolario del teorema 15.1 so infiere que constan 
de un mismo número de vectores. Este número es la caracteristica 
de todos los sistemas equivalentes y e llama rango. Por definición, 
sl rango de los sistemas de vectores mulos se considera igual a cero. 

Examinemos ahora dos sistemas linealmente. independientes 
¿ue so componen do un mismo número de vectores. Sustituyamos un 
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vector cualquiera del primer sistema por cierto vector del segundo 
sistema. A continuación, en el sistema obtenido sustituyamos otra 
vez uno de los vectores del primer sistema por alguno de los vectores 
restantes del segundo sistema, ete. El proceso de sustituciones se 
realizará hasta que el primer sistema sea sustituido por el segundo 
sistema. Si la sustitución se realiza de un modo arbitrario, los siste- 
mas intermedios pueden resultar linealmente dependientes. No 
obstante, queda válido el 

TEOREMA 151 El proceso de la sustitución sucesiva puede 
realizarse de una manera tal que todos los sistemas Intemedios 
serán lineamente independientes. 

ernan, Sea dados dos stones lenlmento ide: 
pondientes de los vectores ya, Ya, + + Ya Y Zas Zes - + «a Za Supon- 
gamos que se han realizado k pasos del proceso, donde k 3 Ô. Sin 
mossos la eoceralidad, consideraremos que todon dos veian 
Ya están sustituidos por los vectores £, .  ., 3 Y todos los 
ins de incluido el sistema 
2 + Y 
a estacas Sans En tupac ii Di 
cierta cuando k = D. 

Supongamos Juego que durante la sustitución del vector yas 
por cualquiera. Vectores tsy >< «+ 2a todos los sistomas 


Ban 00 Sas So Vaaa ds 
son linealmente dependientes para í = k + 1, +, m. Dado quo et 


sistema 
Bas e e oy Sa Wadas o Da (454) 
es linealmente independiente, seguia que los vectores zy, para £ 
k +4, .... n, se expresan de modo lineal en términos de est 
sistema. Pero, a través del mismo se expresan linealmente, además 
los vectores 3, cuando í = 1, 2, . . ., k. Por consiguiente, a través 
dal itana GED daba expresarse linealmente todos los vectores 
tu no es posible en del teorema 15.1. Por esta 
Faaón, %1 proceso de sustitución enunciado 


tiono lugar. 
Ejercicios. 


1 teorema realmente 


So da ta, multiplicación de Souls etir de un sistema por un namoro 
istinto de sero! 

sa dió a cualquier vector de un sistema de cualquier combinación 
lineal de los vectores restantes. e 

La permotación de de vectores, 
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$16. Base 


Sen dedo un espacio lineat 
arbitrario que se compone no sólo de un vector nulo. En tal espacio 
so tiene a ciencia cierta aunque un vector no nulo y, por lo tento, 
existo un sistema linealmente lente, por lo menos, de un 
vector, Por consiguiente, son posibles dos casos: o bien exíste un 
sistema linealmente independiente que contiene un número de Yecto- 
res tan grande como se quiera o bien existe un sistema linealmente 
independiente que contiene el número máximo de vectores. En el 
primer caso ol espacio lineal so llama de dimensión infinita y en el 
segundo caso, de dimensión finito 

A oxcepción de unos ejemplos episódicos, muestra atención será 
dirigida a lo largo de todo el curso exclusivamente a los espacios de 
dimensión finita. En particular, wn espacio lineal de dimensión finita 
lo constituirá cualquier cápsula lineal construida en el número finito 
de vectores de un espacio arbitrario (no necesariamente de dimen- 
sión finita). 

Así pues, supongamos que en el espacio lineal de dimensión fini- 
ta K los vectores ey, gs - +. f Constituyen un sistema linealmente 
independiente con el húmero máximo de vectores. Esto significa 
que para cualquier, vector z de K el sitema s e en Z seré 
linealmente dependiente. De conformidad con el teorema 14,2, ol 
vector z se expresa linealmente en términos de e, es, - - -. En. Como 
el vector x es arbitrario. mientras que los vectores ey, i -+ sı n 
son fijados, podemos decir que: 

Cualquier espacio lineal de dimensión finita es una cápsula lineal 
del número finito de sus vectores. 

Ahora al investigar espacios lineales de dimensión finita, podemos 
hacer uso de toda elase de información referente a los cápsulas linea- 
Jo y Jos sistemas equivalentes d vectores. Introduscamos la siguien- 
te definición. 

Un sistema linealmente independiente de los vectores en térmi- 
nos de los cuales se expresa linealmente todo vector del espacio, se 
llama base del espaci 

La noción de base est $ con un sistema linealmente 
independiente que contiene máximo de vectores. No obs- 
tante, es evidento que todas las bases de un mismo espacio lineal 
de dimensión finita representan sistemas equivalentes linealmente 
independientes. Como sabemos, tales sistemas contienen un número 
igual de vectores. Por consiguiente, el número de los vectores de una 
base es la característica del espacio linea) de dimensión finita, Este 
número recibe el nombre de dimensión del espacio lineal K y se 
designa dim K. Si dim K = n, el propio espacio X se llama n-di- 
mensional. Está claro que 

En un espacio linen! n-dimensional todo sistema linealmente inde- 
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pendiente de n vectores forma una base. mientras que todo sistema de 
+ 1 vectores es linealmente dependiente. 

Observemos que en todos los razonamientos anteriores suponíamos 
«que el espacio lineal consiste no sólo en un vector nulo. Un espacio, 
“que contiene sólo un vector nulo, no posee base en muestro sentido. 
y, rigiéndonos por la definición. consideraremos que su dimensión 
es igual a cero. 

La basa es de importancia enorme en el estudio de los espacios 
lineales de dimensión finita y en nuestras investigaciones siempre 
vamos a utilizarla. La base permite describir con facilidad la estruc- 
tura de cualquier espacio lineal definido sobre un campo arbitra- 
rio P. Además, con ayuda de la base se puede construir un aparato 
af que reduce la realizacia de ls operaciones obre ls lamentos 

sl espacio a las operaciones correspondientes sobre los números del 


campo P. 
E un tds a mie bd a 
lineal K puede ser representado on forma de una combinación lineal 
za me + a + o + H ntn (164) 
dodo, e e om cirios números de P y a te o 
la baso de A” La combinación lineal (16.1) so denomina descomposi- 
clón del vector x según la base y los propios números a, dh, ++ 
< ns y se llaman coordenadas del vector z respecto de dicha base. 
Bi Hecho de que el vector z se ha dado mediante sus coordenadas 
ys Say » s» y Se notará del modo siguleato: 
AN 
En lo que sigue no so indica, por regla general, a qué base se refieren 
las coordenadas dadas, slempre que esto no lieve a Ja ambigedad, 
ÉS fácil mostrar que para todo vector z de K su descomposición 
según la base es única. Esto se demuestra por un procedimiento em- 
“Pieado muy a menudo en a resolución de los problemas referentes a la 
dependencia lineal. Supongamos que existo otra descomposición: 


2 Pita + et H Bata (46.2) 
AL restor término a término (16.2) de (16.1), obtenemos 

la, = P e + (aa — Ba) er +. + (0, — Ba) ea = O. 
En virtud de que los vectores er, es, - - .. € son linealmente indo- 
pondientes, de aquí se deduce que todos los coeficientes de la combi- 
nación lineal son nulos y que, por consiguiente, las descomposiciones 
(46.4) y (16.2) coinciden. 

De este modo, con la base fijada del espacio lineal Æ todo vector 
de K se defino univocamente por la totalidad de sus coordenadas 
respecto de esta base. 

Supongamos ahora que cualesquiera dos vectores z e y de K 
vienen dados por sus coordenadas respecto de una misma base er, 
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es decir, 
Z= mt, + ae, Hon H Anem 
PERAH Y H- H Tata 


e. 


entonces 
ztym (m + nhe + a+ 1d ea H- o H (anta) 6 
Luego, para cualquier número À del campo P tenemos 
da = (Qa) e, + Gaa) ta + -+ + + 00) ene 
Do aquí proviene que al adicionar dos vectores de un espacio lineal, 


sus coordenadas respecto de cualquier base se suman y al multiplicar un 
vector por un múmero, todas sus coordenadas se multiplican por dicho 


Ejercicios. 


carné Demis que el cago de un sister de vectores coincido con la 
"E Demubetreso que los sistemas equivalentes de vectores tienen un mismo 


Dec e rl 
nea 


gua Hno Za está Zonda 
fe la cipia hei s y a 8 a = dimn Letras 
elos a 
'peennisiraso Maag! de polinomi 
males daia oeieo wa Sapo de ales es de dimensión Hinia 
$17. Ejemplos sencillos 
de los espacios 


Los conceptos fundamentales de dependencia lineal y de baso so 
Pueden ilustrar con unos ejemplos muy sencillos poro aleccionadores, 
si tomamos a título do espacios lineales los conjuntos de números 
con operaciones ordinarias de adición y multiplicación. La validos 
de los axiomas del espacio lineal para los conjuntos de este tipo es 
completamente obvia, por lo cual no nos detendremos en su compro- 
bación. Los elementos del espacio se llamarán, como antes, vectores, 

Consideraremos un espacio lineal complejo que representa en sí 
un grupo de adición de todos los números complejos con multiplica- 
ción sobre un campo de números complejos. Está claro que cualquier 
número 4, distinto do cero, representa en sí un vector linealmente 
independiente. Sin embargo, cualesquiera dos vectores no nulos z 
y 3, ya son siempre linealmente dependientes. Para demostrarlo 
hasta hallar tales dos números complejos a y a, distintos de coro 
simultáneamente, que sea as, + a3, = 0. Mas, esta igualdad puedo 
realizarse, evidentemente, cuando d, = —zs, as = 24. Por consi- 
guiente, el espacio lineal considerado es unidimensional. 

Resulta ser algo diferente un espacio lineal real que representa 
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un grupo de adición de todos los números complejos con multiplica- 
ción sobre un campo de números reales. A título de coeficientes do 
Jas combinaciones lineales pueden emplearse, en este caso, solamente 
los números reales, razón por la cual este espacio lineal no puede ser 
unidimensional. Èn efecto, no existen números reales a) Y ds 
distintos “simultáneamente, para los cuales la combinación 1i- 
hoal a; + ass, se reduciría o coro. por ejemplo, para zi = 1, 
24 = (Sen al cargo del lector demostrar, a titulo de ejercicio, que 
sl espacio lineal dado es bidimensional 
¡portante recalcar que aunque ambos espacios examinados 
sn de los mismos elementos, se diferencian uno del otro en 

principio. Ahora ya está claro que un espacio lineal real, que repro- 
Senta un grupo de adición de todos los números reales con multiplic 
ción sobre un campo de números reales, es unidimensional. Conside- 
Faremos luego un espacio lineal racional que representa en si un 
grupo de adición de todos los múmeros reales con multiplicación sobre 
"in campo de números racionales. 

Trataremos de construir, como antes. un sistema que conten 
el número máximo de los vectores linealmente independientes 

Ta.. Está claro que se puede tomar, por ejemplo, r, = 1. Puesto 
«ie a Utolo de coeficientes de las combinaciones lineales ay, æ, 
tas. se admiten sólo los números racionales, es natural que median- 
te un número del tipo -1 no es posible representar, por ejemplo, Y Z, 
Por lo tanto, el espacio no puede ser unidimensional, P 
calidad del segundo vector, linealmente independiente con la unidad, 
podemos tomar precisamente } Z. Sin embargo, mediante un número 
del tipo ay: + m Y £ no se puede representar. por ejemplo, Y 2 

Efectivamente, supongamos que para ciertos a y ay racionales 
se vorilica la igualdad YE = a, + a; Y Z. Elevando al cuadrado 
ambos miembros, obtendremos 


VE ta} 2a + 2050, VE 


PEON 


Esto es imposible, puesto que en el primer miembro figura nn núme- 
o racional y en el segundo, irracional. 

For lo tanto, el espacio en consideración tampoco puede ser bidi- 
mensional. Entonces, ¿cúal será? Por sorprendente que sea, es de 
dimensión infinita. Sin embargo. la demostración de esta afirmación 
sale de los márgenes de nuestro curso 

La atención especial que se ha prestado a los ejemplos de espacios 
lineales de dimensión pequeña se explica por el hecho de que con 
ayuda de tales espacios podemos construir los espacios lineales de 
cualquier dimensión. Mas, hablaremos de esto mis tarde. 


o bien 
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Ejercicios. 


ard ¿QUE dimensión tiene ua espacio Noel de números roclomales dado 


$ 18. Espacios lineales de segmentos 
dirigidos 


Ya se ha señalado anterior- 
mento que los conjuntos de segmentos dirigidos colineales, de sag- 
mentos "dirigidos coplanares de segmentos dirigidos en' todo el 
espacio forman dos espacios lineales sobre un campo do números 
reales. Nuostra tarea inmediata consiste en revelar su dimensión 
y construir la base. 

Lena 14.1. La condición necesaria y suficiente de la dependencia 
lineal de dos vectores es su carácter colineal. 

exosrmacion, Hemos de notar que la afirmación del lema 
es ovidento, si entre dos vectores so tiens aunque uno nulo. Por eso 
"upondremos que ambos vectores no son nulos. 

Sean a y b dos vectores linealmente dependientes. En este caso 
existen los números æ y $ tales que 


aa + pò = 0. 


Puesto que, de acuerdo con la suposición, a + 0, b y 0, ontoncos 
a 0, BRO, y por eso 

(Ja. 
Por consiguiente, según la definición de operación de la multipli 
ción de un segmento dirigido por un número, los vectores a y b 
son colineales. 

Supongamos ahora que los vectores a y b son colinoales. Apli- 
quémoelos a un punto común O. Estos vectores se dispodrán en ciorta 
recta la cual transformaremos en un eje con una dirección dotormi- 
mada. Los vectores a y b son no nulos, razón por la cual existo un 
número real À tal que la magnitud del o dirigido a es igual 
al producto do la magnitud del segmonto dirigido b por el númaro A, 

(2) = 4 {b}: Mas, do acuerdo con la definición do operación 
ación de un sogmento dirigido por ua número, osto quiere. 
decir que a = Ab. Así pues, los vectores a y b son linealmonte 
rado sa day 
jel lema demostrado se desprende que el espacio lineal de seg- 
montos dirigidos colinealos es unidimensional y do su bazo puedo se. 
vir cualquier vector no nulo. 
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El lema 18.1. permite deducir un corolario moy importante. 
A saber, si los vectores a, È son colineales y a + Ô, entonces existe 
tal número 2 que b = ha. En efecto, estos vectores son linealmente 
dependientes, es decir, para ciertos números a, $ que no son nulos 
simultáneamente, so tiene aa + Pb = ¡ponemos que $ = 0, 
de aquí se deduce que a = 0. Por consiguiente, B =% O y a título de 
número » se puede tomar Am(—a)/P. 
o tesainz Lo condición necesaria y 
” suficiente de la dependencia lineal de 

tres vectores es su carácter coplanar, 

r pexosraacion. Sin restringir la 
generalidad supondremos que ningún 
par de los tres vectores indicados es 

Er 4 colíneal, puesto que enel caso contrario 
la afirmación del lema so deduce inme- 

Pie 164 diatamente del lema 18.1. 
Así pura, man a. b, e tres veo- 


tores 
consiguiente, existen tales números 
no todos son nulos, que 

aa + pò + ye m 0. 
Si, por ejemplo, y% 0, entonces de esta igualdad hallamos 


e(5)e+ (4) 


Apliquemos los vectores a, b, c a un punto común O. En esto 
caso de la última igualdad se desprende que el vector c es igual a la 
diagonal del paralelogramo construido en los vectores (0/1) a 
y (By) b. Esto significa que siendo trasladados paralelamente en 
sl punto común, los vectores a, b, € resultan ser dispuestos en un 
mismo plano y, por consiguiente, son copli 

Supongamos ahora que los vectores 9 b e son coplanaras, Teasta- 
démoslos en un plano y apliquemos al punto común O (fig. 18.1). 
Por los extremos del vector e tracemos las rectas paralelas a los vecto- 
res a y À, y consideraremos ol paralelogramo OACB. Los vectores 


a, OA y b, OB son colinenles por construcción y no nulos, por lo 
oua) existen tales números à, p que 
Dá=t0, OB=p. 
Pero, ÖC = JA +0B, por consiguiente c= 2a + pb, o 
da + pb + (<1) e = 0. 


Puesto que los números A, p, —1 son a ciencia cierta diferentes de 
caro, la última igualdad signitiea dependencia lineal dels vectores 
a, b, e. 


jen 


Ahora podemos resolver la cuestión sobre la 
espacio lineal de segmentos dirigidos coplenares. De acuerdo con el 
lema que acabamos de demostrar, la dimensión de este espacio debe 
sor menos de tres. Poro cualesquiera dos segmentos dirigidos no 
colineales de dicho espacio son linealmente independientes. Por eso, 
el espacio lineal de segmentos dirigidos 


coplanates es un espacio bidimensional 8 
y su base pueden constituir cualesquiera. 
dos vectores no colineales. c A 


LENA 153. Cualesquiera cuatro vecto- 
res son linealmente dependientes 
DEMOSTRACION, Sin restringir la gene- 

ralidad supondremos que ninguna terna 

de +unta vectores es coplanar, puesto — 

uo en ol caso contrario la afirmac 

[el lema fluye inmediatamente del Jema 

18.2. Apliquemos Jos vectores a, b.e, 0 ES 

d al órigon común O y porel extremo 
D del vector d tracemos los planos para- or 

Jelos a los que se definen por los pares E 

de vectores b. e; a, e ya, b, respectivas 

mente (lig: 18.2). De la regla del paralelogramo para Ia adición do 
Vectores provieno que 


0b-00+DE, 0E=04+0b, 


por ollo 
0b-04+08+00. (18.4) 
Los vectores a, OA y también b, OB y e, OC son colinonlos se- 


gún su construcción, con la particularidad de que a, b, e son no. 
nulos. Por consiguiente, existen tales números 4, j, v que 


Õå=ha, Ob=pb, Deve. 
Toniendo presente (18.1), esto nos da la correlación 
dde + pb tve, 

de donde so desprende la dependencia lineal de los vectores a, b, c, d. 

Del lema demostrado concluimos que la dimensión de un espacio 
lineal de todos los segmentos dirigidos debe ser inferior a cuatro. 

Pero no puede ser menos que tres, puesto que. de conformidad con 
lema 18.2, cualesquiera tres segmentos dirigidos no co 
linealmente independientes. Por eso el espacio lineal 
segmentos dirigidos os tridimensional y de su base pueden servir 
cualesguiera tres vectores no conlanares 
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Los espacios lineales considerados no son muy ilustrativos desde 
el punto de vista geométrico, puesto que se admite la existen 
dichos espacios de un número infinito de los vectores iguales entre 
Se harán mucho más ilustrativos, si en toda clase de los vectores 
iguales fijamos un representante y por palabra “vector” entendemos 
siempre un segmento dirigido elegido sólo de la totalidad de estos 


¡aroraos mediante 
inteoducción de estos espacios permito establecer una co- 
respondencia bionívoca entre los puntos y los segmentos dirigidos. 
Para ollo es sulicionte a todo vector ponerle en correspondencia su 
unto final. Teniendo presente tal interpretación geométrica, los 
lomentos de un espacio Lineal abstracto también se llamarán, A vo- 
cos, puntos en lugar de denominarlos vectores. 


Ejercicios. 
Indíqueso en os espacios Vi, Ya, Ya el sentido geométrico de talos concop- 


Suma e intersección 

de los subespacios 

La introducción de las cápsulas 
ineal contiene un conjunto 


lineales ha mostrado que todo espa 
infinito de otros espacios lineales. El significado de estos espacios 
“no so limita sólo a las cuestiones examinadas anteriormente. 


Las cápsulas lineales se han definido con ayuda de la indicación 
inmediata de su estructura. Podríamos emplear también otro acoso, 
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al definie'os espacios “menores” a través de las propiedades de los 
vectores. Supongamos que en el espacio lineal K está definido un 
fui d vaio I. Di al els ls imss apenas qas va 
el espacio X, el conjunto Å es por sí mismo un lineal, 

emos a L subespacio lineal, subrayando en la denominación el 
hecho de que ol subespacio consta de los vectores de cierto espacio. 
Por lo visto, el subespacio mínimo es aquel que se compono sôlo 
de un vector nulo, Tal aubaspacio s denominará nulo y so deizará 
mediante el símbolo O. El subespacio máximo es el espacio K. 

dos subespacios se llaman triviales y los demás, no triviales, Es ovi- 
donte que todo subespacio junto con cada par de sus elementos =y 
contiene también todas sus combinaciones lineales az + By. 
recíproco es también cierto. A saber: 

i ol conjunto de vectores L de un espacio lineal K, junto con 
cada par de sus elementos z, y contione también todas sus combina- 
ciones lineales ar + By, será un subespaci 

Eloctivamente, de todos Jos axiomas phra el espacio lineal os 
preciso comprobar sólo aquellos los vectores nulo 
Y apuesto. La validez de Jos axiomas restantes es obvia. Tomemos 
a = 0, $ = 0. De conformidad con los corolarios que provienen de 
las propiedades de las operaciones para los vectores del espacio K, 
lHegamos a que O-z + O-y = O, es de vector nulo pertenece al 
conjunto L. Tomemos ahora a = —1, $ = 0, Se tiene (1) 2 + 
+ 0:y = (4) z. por lo cual en L junto con todo vector z figura 
también un vector opuesto a z. Así pues, el conjunto Z, os un subes- 


No obstante, no locabe olvidar que existe muchísimo en común entro 
los conceptos y los hechos en los espacios de dimensión finita y los 
análogos correspondientes en los espacios de dimensión infinita. En 
nuestro deseo de subrayar esta circunstancia, aun on los espacios de 
dimensión finita utilizaremos con mayor frecuencia el término 
subespacio lineal en vez de cápsula lineal. 

Soa K un espacio n-dimensional. Al igual que en el mismo espa: 
cio K. eu cualquier subespacio suyo L puede construirse la base. Si 
en el espacio X la base elegida es ey, es,»  .. €n, en el caso general 
los vectores básicos del subespacio £ no pueden elegirse directamente 
del número de los vectores er, ea,» . ., en aunque sen por aquella 
razón que ni uno de ellos puede figurar en dicho subespacio. Sin 
embargo, resulta válido en cierto sentido el siguiente lema inverso. 

Lema 191. Si en un subespacio L de dimensión s se ha elegido 
una base arbitraria ty, »- +; lu entonces en el espacio K de n-ésima 
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dimensión se pueden elegir los vectores tys, - 
tal que el sistema de los vectores lo. «sta ista 
en dodo Ke 

pemosrnacros. Examinemos sólo aquellos sistemas lineal- 
mente independientes de vectores en K que contienen los vectores 
Eo oca te Está claro que entre estos sistemas hay un sistema 
AN LIZA Bsns = = on fp que tiene el número máximo de vectores: 
Mas, on este caso cualquiera que sea al vector z de K, el sistema 
lv ><a tp, z debe sor linealmente dependiente. Por consiguiento, 
el vector z debe expresarse linealmente en términos de los vectores 
th tp. Esto significa que los vectores f, . ES 
. ty forman la base en K y p = n. 

Corsidoraremos otra vez el espacio lineal arbitrario K. Esto 
espacio engendra el junto de todos los subespacios suyos, el cual 
Se designará mediante U. En el conjunto U se pueden definir dos 
operaciones algubralcas que, a base de unos subespacios, permiten 
construir otros 

Se denomina suma L, + Ly de los subespacios lineales Ly, La 
un conan de todos os vectores del tipo 2 = = + y, donde z 
y€ 

'So denomina intersección Z, N La de los subespacios li 
Li, La un conjunto de todos los vectores pertenecientes simult 
mente tanto a Z, como a Ly. 

Observamos. la suma de los subespacios, como también la 
intersección de ellos, siempre son conjuntos no vacios, ya que los 
pertenece a ciencia cierta el vector nulo del espacio X. Demostremos 
quo estos conjuntos son subespacios. 

En efecto, tomemos dos vectores arbitrarios 5, 2, de la suma 
La + Ly. Esto significa que 3, = z, + Jas 21 == Te + Ya, donde zy, 
CL, 6 m. da Ely. Examicaremos añora uma combinación lineal 
aébitracia az, + Bey. Tenemos az + Pcs = (an, + Bry) = (ap + 
+ Py). Puesto que az, + Br, € L, y ay + Bys € Lo. entonces 
an + hey € La + Ly. Por consiguiente, La + La es un subespacio. 
Soa, ahora, s, 24 € Ly f Ly, es decir, ži, z, EL, y Zr 29 E Lo. 

taro qu a + EL, y an + Ba €L,, es decir, az + 
+ $n €L fl La- Por consiguiente, L, f) L, es también un subes- 
Pacio: 

Do oste modo, las operaciones de adición de los subespacios y de 
su intersección son algebraicas. Estas operacionos son, evidentemente, 
rd y asociativas. Además, para todo subespacio L de K 
Se verifica 


tn de una manera 
tn será la base 


L+0=L, LAK=L 


Las leyes distributivas, que ligan ambas operaciones, están ausentes, 
mo se nota con facilidad ya en los ejemplos más sencillos, la 
dimensión de la suma de dos subespacios arbitrarios depende no 
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sólo do la dimensión de los propios subespacios, sino también de 
cuán grande es su parte común. Resulta válido el 

TEOREMA 191. Para cuolesquiera des subespacios Ly, L, de 
dimensión finita tiene lugar la igualdad 

dim (La NL) + dim (L, + La) = dim 2, + dim Lo. (19.1) 

Danosrnacion. Designaremos las dimensiones de los subos- 
pacios Ly. Las La N) La con Ti Fe m, respectivamente. Elijamos 
en lo intersección L, Ñ Ly uma Dase cualquiera €y, + -» cm Los 
vectores son linealmente independientes y so disponen 
forme al lema 49.1, en Ly 


spacio 
sistema bpr » -r bpr Cx + -= Cm Será la baso on Lo. En osto caso 
nek+m rpm 
Si demostramos quo el sistema de vectores 
po A OD 
es la baso del subespacio L, + La, entonces In afirmación del tooro- 
ma tiene lugar, puesto que 
m+tmto)m dm) (p + m). 

Todo vector de los subespacios L, Ly so expresa linealmente 
términos do os vectores do su baso y con mayor ratón, linealmonte en 
términos de los vectores (19.2). Por eso on términos do estos voctoros 
también so expresará linealmente cualquier vector do la suroa Z, + 


+ Lo. Rosta mostrar que el sistema (19.2) os linealmente indopon- 
diente. Sen 
md + anaa + + it H Biba H 
+. «+ Brb 00.5) 

Donotomos 

don Pida + o o o + Bobo (09.4) 
Batá alaro que È G rs Paro de 19) a dedico que b E€ L: Por 
consiguiento, b € La (i La, es decir, 

bayat... + Yata (19.5) 


para ciertos números vy, + >», Yu: Al comparar (19.4), (19.5) obtono- 


Bio Body + (a d+ (Vn) em 0. 


El sistema de vectores by, . - ., bpr Eg >< +» Cm €s linealmento 
independiente por construcción y por ello 


Ao. 
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En virtud de ia independencia lineal del sistema de vectores 
Ap =e ae Gts Cin -+ o Ema de (19.3) se desprende ahora que 


do 
El teorema queda demostrado. 


Ejercicio. 


a 
pros, 
Aaa 


reso q eS 
ubospacios no es inlerior » la máxima 


$20. Suma directa 


de los subespacios 
Sean dados los subospacios Ly, 
Las + », Lm de cierto espacio lineal. Por definición de la operación 
de adición, todo vector z, perteneciente a la suma 
K=L+L+.-+ Ln 201) 
puedo ser representado on la forma 
rn+nt. bam 002) 


donde x, € La para £ cualquiera. En ol caso goneral sta reprosonta- 

ción ho será nica. En cambio, si todo vector de K admite una única 

Toprosontación (20.2), entonces la suma (20.1) se lama suma directa 
del modo siguiente: 


K=h+l, +... + La 


directas poseen varias propiedades 
obstante, para nosotros serán do interés no tanto dichas propiedades 
como los rasgos comunes en la descomposición (20.2) y la descomposte 
segin la base. Supongamos que cierto espacio K puedo descomponerse 
irocta (20.3) de sus subespacios Ly, La, >. = Lmo 

cos, debido a la unicidad de la descomposición (20.2), ei 
de los subespacios Ly, Ly» - --» Lm puedo considerarse como cierta 
“baso generalizada” del espacio X y la descomposición (20.2), como 
descomposición según la “base generalizada”. Tal interpcetación do 
Jn suma directa es especialmente útil al estudiar los espacios lineales 
do gran dimensión, puesto que en estos espacios hemos de estudiar, 
como regla, no todos los componentes en la descomposición según la 
aso, sino sólo una pequeña parto de ellos. El uso de la suma directa 
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hace posible evitar tanto las descomposiciones voluminosas como 
las investigaciones de los pormenores superfluos. 

Sea K un espacio lineo)n-dimensional. Tomemos su base arbitra- 
tia tys a, => -y €a Y construyamos una totalidad de cápsulas lineales 
1, = La le). La = La (e). Es evidento en esto 
caso que K será unidimensiona= 


dimensión. El fundamento para tal representación lo constituye e) 
Tronena 201 Para que el espacio K sea una suma directa 

de sus subespacios Ly. - + + Lus €s necesario y suficiente que la reunión 

de las bases de estos ubepacosconstaga la base de todo el espacio. 
pexosrmación. Supongamos que K es una suma directa de 

dos subespacios Ly, ».., Lm y los vectores ej 

x tun Constituyen las bases de dichos subes 


eat. Hanen t Ha ttnt HH Ata 0A) 
para ciertos números y, «+ an 

todo vector de K se puede representar en forma de 
una combinación Hina] de los vectores éy. >», €n. Para que 3e 
pueda afirmar que estos vectores constituyen la base del espacio K. 
Bos reta demostrar su independencia Jineal. Examinaremos la 


Iboga 0 (20.5) 
+ Ba y Josignaremos 


Es obvio que yu € La y de (20:5) proviene la sig 
O=p+-+y 

Vedas los sbespacios contienen el vector nulo. por lo cul se 
0D+...+0 

Debido a la unicidad de la descomposición del vector nulo de K 

según los subespaci « Lum concluimos que 
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Do aquí se despreado que todos los coeficientes de las combinaciones 
Mnoslos (20.6) sou iguales a cero, os decir, los vectores tj. - + -, Cap, 
son linealmente independientes. 
Supongamos ahora que los vectores ey, -- + Cni +0 5 ap, 
s Gne constituyen las bases de los subespacios Zy, + 
ls base de K. Pa este caso para todo vector z de X tione lu- 
van única descomposición (20.4). Al denotar 
at- Ft man 
es, vsa (20.7) 
CONE RE 
resulta que para z existo al menos una descomposición (20.2). Todo 
Vector xy de (20.7) ss uua combinación lineal de los vectores bási- 
cos Ly. Én virtud de la unicidad de la descomposición (20.4) para cl 
Vector z, llogamos a la conclusión de que la descomposición (20.2) 
Gl ds también única. El teorema queda demostrado. 


Ejercicios, 


ANTE pp y mtl- 
E KAA 


todos los espacios lineales definidos sobre un mismo campo P. Sor 
natural proguntar on qué consísto la semejanza y la diferencia entro 
todos ostos espacios. 

“Todo espacio lineal contiene on su descripción dos facetas oson- 
cialmente diferentes. En primer lagar, el espacio líneal es una totali- 
dnd de objetos concretos quo se denominan vectores. En segundo 
lugar, sobro estos objetos concretos están definidas las operaciones 
de adición y multiplicación por un número que poseen ciertas pro- 


de los olementos. 
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La naturaleza de los vectores nos interesaba sólo on el estudio 
de los sogmentas dirigidos y únicamente en la medida quo fuo necesa- 
ría para introducir operaciones y establecer las propiedades de las 
mismas. A continuación, la investigación posterior de los segmontos 
dirigidos se apoyaba e 

ciones. Del wodo análogo procederemos tambi 
to. Por ello, se considerará que dos espacios de una misma estructura 
raspcio als operaciones de adición y multiplicación por un número 
poseen propiedades iguales o son isomorfos. Con más precisión: 

Dos espacios lineales dados sobre un mismo campo se llaman. isomor- 
Jos, sı se puede establecer tal correspondencia bluniooca entre sus vecto- 
res que a la suma de cualesquiera dos vectores del primer espacio le 
corresponda la suma de los vectores correspondientes del segundo espacio 
Y al producto de un número por un vector del primer espacio le corres 
Ponda el producto de este misma númer par el vector correspondiente del 
Segundo espacio. 

Sean K y K” los espacios isomorfos. El hecho de que a todo vec- 
tor z de K se lo ha puesto en coreespondencia un vector detormínado 
z’ de K' puede entenderse como introducción de cierta "función" 


zmo l) (11) 


cuyo “argumento” es ol vector z del espacio K y el “valor” os al vector 
a dal espacio K. Arabes propiedades de esta función so pueden oeri- 
bir del modo siguiente. Para cualesquiera z, y de K y para todo 


númaro A 
w (e +y) = o (2) + 0 U) 


0.02) = ho Ga) (12) 


El carácter biunívoco de la correspondencia entro K y A signifi- 
ca que a cualesquiera argumentos diferentes de la función (21.1) 
Jos corresponden diforentas valores, es decir, sí 


A GE] 


entonces 
TON 014) 


Por consiguiente, de la igualdad o desigualdad do los valores 
de la función proviene, correspondientemente, la igualdad o desigual- 
dad de los argumentos. 


Los espacios isomorfos tienen mucho en común. En particular 
al vector nulo le corresponde el vector nulo, pues 
u 0) = o 07) =00 G) = 0-7 =0. 


Sin embargo, el corolario más importante consiste en que a un siste- 
ma linealmente independiente de vectores le corresponde de nuevo 
un sistema linealmente independiente. 


indepondientes. Consideraremas una combinación lineal a, w (71) + 
+ ayu (2) +... + ano (za) y harémosla igual a cero. Debido 
183 propiedades de la correspondencia isomorfa tenemos 
no (5) + ag (5) ++ 0 (a) 
OS 
de donde so desprende que 
mn har to H aa 0, 
Como los vectores Zy, Zy, `» -, £s Son linealmente independientes, 
todos los coeficientes deben ser nulos. 

EI corolario demostrado permite afirmar que si dos espacios 
lineales de dimensión finita son isomorfos, la misma dimen- 
= La afirmación recíproca es también válida. A saber, tiono 
ugar 

onewa 211 Dos espacios lineales cualesquiera que tienen 
ts mina iman finita y etan dados mbr uin miena compo m 
Isomorfos, 

amuostracion Sean K y K' dos espacios lineales de di- 
mensión n. Elijamos una base £,, €, + . .. €, on el espacio K y una 
baso ein es, +», e on el espacio KË. Construyamos un isomorfismo 
m del modo siguiente, haciendo: uso de los sistemas indicados do 
vectores, A todo vector 

ama dado 
del espacio K le pondremos en correspondencia el vector 
opent 
dol espacio K’. La correspondencia establecida será biunivoca, puesto 
que la descomposición según la base es única 

Elijamos ahora dos vectores arbitrarios z e y de K y un número 

cualquiera A y supongamos que 


z= a + aats + o E ntn 
y= pies + Bies d+ H Bata 


A 


Se tione 
otea mtha at Hate) 
=(a+P) +++ Hlan HBa) e= 
ta taneh) + Pei Heet Hae) = 0 (H00). 
00)=0(MaJa +0) a+... +00) en) = 
(ae + 0a) +... +a) e= 
ata 
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Las igualdades obtenidas demuestran la validez de la afirmación 
del teorem 

La importancia de este teorema es muy grande. Precisamente 
esto teorema permite ahora hablar con toda la certeza de que desdo 
el punto de vista de todos los corolarios procedentes de los axiomas 
cualesquiera dos espacios lineales que tienen una misma dimensión 
y están dados sobre un mismo campo son indistinguibles. Por con- 
siguiente, podríamos construir wn espacio lineal n-dimensional sobre 
el campo dado y, al investigar sólo dicho espacio, aclarar las leyes 
propias a todos los espacios de dimension finita, 

lea dado un campo P. Consideremos un conjunto cuyos elemen- 
tos son toda clase de surtidos ordenados de n números a, dy, + + 

'a, del campo P. Si z es un elemento de este conjunto, escribi- 

Fonos 


z= (ys ap -© n). eL) 
Los operaciones de adición y multiplicación por el número A del 
campo P determinemos del modo siguiente: 


(ay ar a) + (Bro Par +- o Ba) = 
= (m + Bi ta + Boe 

2 (an, po 0 1) ts Mts -y Aan). 
Es fácil comprobar que los ax del espacio lineal están cum- 


plidos. En particular, el vector nulo se determina por el surtido de 
ceros, es decir, 
0=(0,0,... O 


y el vector opuesto para el vector (21.5) será 
, a.) 
Esto espacio es dimensional y una de sus bass se indica con facili- 


a+ Pah (16) 


=E = (A a, 


0, 0, 
. 00 en 

0, 1). 
Puesto que para el elemento (21.5) tiene lugar la descomposición 


ra tato. + arts 
los números dy, s, - --+ 2, se llamarán coordenadas del vector z. 

El espacio de tal tipo lo denominaremos aritmético y lo designa- 
remos mediante P, subrayando con esto su relación con el campo P. 
En el caso de que P sea un campo de los números complejos, reales 
o racionales, tales espacios n-dimensionales se designarán con Ca, 
R, o D,, respectivamente. 
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Ahora puedo parecer que no hay ninguna necesidad en el estudio 
de los espacios lineales -dimensionales arbitrarios. En efecto, sabe- 
Dios que desdo el punto de vista de los orolarios procedentes do los 
Axiomas, los espacios lineales isomortos son indistinguibles, razón 
por la cual siempre podemos estudiar con todo éxito solamente, por 
Sjemplo, Pa. No obstante, los razouamientos generales permiten 

yncia las propiedades más importantes do los espacios 

“aquellas que no dependen de los sistemas básicos o, 
on otras palabras, son invariantes en ls isamorfismos, 

Al estudiar solamente los espacios P,, siempre 
a una base concreta, por lo cual no podriamos ver com facil 

'u otras deducciones. Con todo eso, so dobe obser 
var quo las propiodadas particularos del espacio P, no so mezclen 
con las propiedados generales de los espacios Iiaeales. No es tan fácil 
do hacerlo ni mucho menos. 

Para concluir, indiquemos ana circunstancia más, Por analogía 
con el espacio P, consideraremos el espacio Pu cuyos olom 
toda cinso de surtidos infíaitos ordenados de los números m, as 
del campo P. El olomento z de esto conjunto lo designatomos por 
analogía con (21.5) 


z= (ap, an, 
logía con (21.6) iatroduciromos las operaciones sobro los 


infinita y los do dimensión 
Do eso no so dobe olvidar. 


La investigación de varias cues- 


tiones, ligadas de uno u otro modo con la depende 


noia lineal, se 
reduce a la resolución del problema siguiente. 


$22 DEPENDENCIA LINEAL Y SISTEMAS DE LAS ECUACIONES — 75 


Sean dados un sistema de vectores a, as, . . „, am y el vector b. 
Se necosita establecer si el vector b es una combinación lineal del 
sistema dado de vectores y, además, hallar Jos coeficientes de la 
combinación lineal. 

Si ol vector b es una combinación lineal de los vectores aj, as, + + 
tonces existen tales AÚmOToS £;, Zo >» Zm qUe 


ha, + ha, +o H it md ean 


Por consiguiente, el problema planteado se reduce a la investigación 
de la ocuación vectorial (22.1) respecto de los números t; Ep >.. 
¿e 


ooo de aia 


¡ue los vectoros se han dado por sus coordenadas 
base eys Cas «+ ++ Ca 05 decir 


am = (lim, 0 
bm (bur bn + 


Al igualar las coordenadas correspondientes de los vectores on los 

miembros primero y segundo de la ecuación (22.1), obtenemos 
Gta + Gta + min das 
AA (22.2) 


TETERE 


Esto sistema do ecuaciones que refleja a inscripción de la ecua 
ción (22.1) on coordenadas s llama sistema de las ecuaciones algebrat- 
as lineales. Los números b, dy, ..-, Da so denominan miembros 
derechos y ži, 3y, im, incógnitas del sistema de ecuaciones. La 
totalidad ordenada de los valores de las incógnitas que satisfaco 
cada una de las ecuaciones (22.2) recibe ol nombre do solución del 
sistema. Si el sistema do ecuaciones algebraicas lineales tione al 
menos una sola solución, se llama compatible; on ol caso contrario 
el sistoma so denomina incompatible. 

De osto modo, la respuesta a la pregunta sobre si es o no el voctor 
b una combinación lineal de los vectores 


-h 


él proporciona 
Jos cooficientos de la descomposición del vector b según el 
de vectores ap, . 

Dos sistemas de ecuaciones algebraicas lineales respecto do las 
mismas incógnitas se llaman equivalentes, si toda solución de un 
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sistoma es solución para el otro sistema o ambos sistemas son 
incompatibles. 

El método general para solucionar los sistemas puede fundamen- 
tarse sobre la transformación sucesiva del sistema inicial (22.2) en 
tal sistema equivalente, para el cual Ia solución se halla de manera 
suficientemente simple, a conocer ahora uno de los métodos 
lamado método de eliminación o método de Gauss. 

El proceso de resolución incluye, en el caso general, no más 
que k — 1 etapas, Con el fin de distinguir los coeficientes de las 
incógnitas y los miembros derechos, que se obtieoen en el transcurso 

jo en diferentes etapas, marcarémoslos con un 
juo se pone por arriba y significa el número de la 
etapa realizada. De conformidad con esta observación, 
inicial (22.2) tendrá la forma 


+0 bat DN A (22.0 


nemos Ja primera ecuación. Si todos los coeficientes do las 
el miembro derecho son iguales a cero, entonces cual- 
quier totalidad de los números zy, že, + -, Zm SaLisIará esta oua- 
ción. Por consiguiente. al excluir de În contideración la Primera 
ecuación, obtendremos un sistema equivalente, Puedo suceder que 
todos los coeficientes de las mcógnitas en la primera ecuación son 
iguales a cero, mientras que el miembro derecho no es nulo. En esto 
gaso ninguna totalidad de los números 5, 7 2 puede satis- 
facor tal ecuación Entonces, el sistema será incompatible y su in- 
ión se ha dado por terminada. 
Supongamos que entre los coeficientes de las incógnitas en la 
primera ecuación se tiene aunque uno diferente do ooro. Sin restringir 
la generalidad, se puede considerar que ajy »k 0, puesto que en ol 
caso contrario se lo puede conseguir por perinutación de las incógni- 
tas. Llamemos al elemento ai elemento rector. Expreseros la in- 
cógnita z de la primera ecuación en términos de las incógnitas res- 
tantes y del miembro derecho y a continuación sustituyamos la 
expresión obtenida para z, en todas las ecuaciones, salvo la primera. 
Reduciendo en todas las ecuaciones los términos semejantes obtendre- 
mos un sistema nuevo 


(22.4) 
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Los coeficientes de este sistema están ligados con los del sistema 
anterior mediante las siguientes correlaciones: 


ralentes, En efecto, suponga- 
j. Entonces, cualquier solu- 


(623) es compat 
ty m del mismo convierte todas las ecuaciones del 
Sistoma (22.3) en las identidades, Reiterando de nuevo con cualquiera 
de Jas soluciones el proceso de eliminación, nos convencemos de que 
la solución mencionada es también solución del sistema (22.4) 
Supongamos leg que cera solución del sistema (24) o sl soli 
ción del sistema (22.3). Satistace a ciencia cierta la primera ecuación 
de (22.3). Supongamos que dicha solución no satisfaco una ecuació 
“de número £ => 2. Entonces, repitiendo otra vez el proceso do elimi- 
nación, llegamos a que la solución elegida no debo satisfacer la 
Tésima ecuación del sistema (22.4). Poro esto contradice a la hipóte- 
sis. Ahora está claro que si uno de los sistemas os incompatible, el 
otro sistoma será también incompatible. 

Homos descrito solamento la primera etapa de la transformación 
dol sistema. Todas las etapas restantes se realizan de la manera 
análoga. En la segunda etapa eliminemos la incógnita z, de todas las 
ecuaciones a oxcopción de las dos primeras; en la tercera etapa, la 
incógnita z, de todas las ecuaciones a excepción de las tres primeras, 
ato. SÍ, en el transcurso de las transformaciones, no encontramos las 
ecuaciones, dondo todos los coeficientes de las incógnitas son iguales 
T coro, entonces acabadas k — 1 etapas, llegaremos al sistema: 


hp e 


IAS 


Latas eto 


Loa 
JA da 


que es equivalente al sistema (22.4). Si en el transcurso de la trans- 
formación encontramos unas ecuaciones que se satisfacen ¡déntic 
mente, el sistema (22.5) se compondrá de un número menor de e 
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Las incógnitas shen». 2 indeterminados, 
Evidentemente, cualesquiera que sean Jos valores que se atribuyan 
estas incógnitas, todas las demás incógnitas del sistema (225), 
a partir de sa, tombién puede 
coeficientes ar e . por los cuales tondremos que 
dividir, son elementos rectores en las etapas separadas, razón por 
la cual todos ellos son distintos de cero. 
Así pues. desde el punto de vista teórico, el concepto de depender 
cia lineal se ha investigado en un grado Soficientemento completo. 
No obstante, on el aspecto práctico puede conducir a unas dificultades 


muy serias. Por ejemplo, consideraremos en el espacio R, un sistema 
de vectores 
-2 o 0, 
1.—2,...,0, 0, 


PAR (2.0) 
0 Ol, 2, 


aro, 
Es linealmente dopondionto, 


+a, m0. 


Obsorvomos que 27A- < 10-1 para k> 40, por lo cual al 
réolizar los cálculos prácticos, surgo, naturalmente, el deseo do 
Jronoapreciar ol valor de Ja coordonada tan pequeño. Además, todos 
los números, como regla, šulen conocerse con inexactitud y casi 
siempre contienen errores mucho más grandes. Pero, si incluso cono- 
ciéramos las coordenadas con toda la exactitud, ya los cálculos 
iniciales con ollas llevarían a los resultados inexactos, si los cálculos 
izaban de manera aproxima 


Mas, esto sistema es linealmente independiente. 
Do este modo, las alteraciones pequeñas en coordenadas de los 
vectores pueden llevar a que bajo las condiciones en que las propias 


122 DEPENDENCIA LINEAL Y SISTEMAS DE LAS ECUACIONES 79 


coordenadas se prefijen do modo aproximado y os cálculos con ellas 
scan también aproximados, un sistema linealmente dependiento 
pte hacers linealmente independiente y, viceversa, un sisteme 

ealmente independiente, linealmente dependiente. Pero en esto 
Guo será natural preguntar ¿qué sentido práclco toman Jos concepiza 
de depondencia lineal, rango, base, sistemas compatible y no compa- 
tible y, en general, todo lo que hemos investigado hasta ahora? 
Para esta pregunta no existe respuesta sencilla, puesto que está 
asociada con una comprensión profunda de los problemas que so 
resuelven, Esta pregunte de origen a las diferencias que destinguen 
Ta matemática “presu” de la matemática "aprarimade” 


Pu: Supongamos que D= 0 y el sistema de eto 
Fito vr Dannin que al onu de todas a ol del ion (A) 


Eran ao dina ES Egin 


Mo 
Vintta=YS, 
2 +VH9= 8. 
ugóle eso memo ep al plas V2, Y, VE con la excitado 
mola Compás jon rai enim 


"lación existan entro el método de Geuse y las trans- 
tormaciones elementales de un nio gns do ió 
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punto, la fic 
objeto compl 


fo; resulta muy importan conocer no sólo ln carta 
de la posición, como, por ejemplo. la ubicación del 
mo también la posición de todo punto del objeto. 
plo recordemos que la predicción de los eclipses 
lunares y solares es posible gracias a que se conoce la posición do 
los cuerpos celestes en cualquier momento de tiempo. La transmisión 
de las imágenes de televisión a grandes distancias puedo realizacso 
porque la posición de todo punto de la imagen que se transmite está 
bion definida, 

Evidentemente, es necesario proporcionar un método que describo 
la posición do un aolo punt. pues todo objeto eomética, pueda sor 
definido como cierta totalidad de puntos. En este caso, obviamente 
conviene considerar independientemente la posición de un punto en 
Una recta, on un plano o en un espacio, puesto que la descripción 
espacial de un objeto as lejos de sor siempre oportuna. Por ejemplo, 
una foto puede considerarse, a cioncia cierta, sólo en un plano, 
mientras el movimiento de ua puoto material, siendo ausentes las 
fuerzas que actúan contra ól, sólo en upa linea recta. 

Una de las descripciones más difundidas de la posición do un 
punto está basada sobre una idea muy simple. Ya hemos notado que 
entre todos los puntos y los segmentos dirigidos sujetados puedo 

Jecersa una Correspondencia biunivoca. Pot ello, la descripción 
la posición de un punto puede ser sustituida por la descripción 
de la posición del segmento dirigido correspondionto. Esta última 
se determina plenamente por las coordenadas del segmento respecto 
de cualquier base, es deci, por ciertos surtidos ordenados de núme- 
ros. Por consiguiente. la posición de un punto debe determinarse 
también por los surtidos ordenados de nú 
a ln investigación de esta idea. 
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Sea dada una línea recta. Fijemos en ésta un punto arbitrario O 
y consideremos un espacio lineal V; de vectores dispuestos en la recta 
dada y sujotados al punto O. Elijamos en el citado espacio un vector 
"Transtormemos luego la recta en un oje, al dofinir on la 
a ón dan de mood 6 qu le a A mt e 
sos, positiva (fig. 28.0, 
İn ojo con el “Punto, O y al vector básico a, definidos en el ojo 
forma un sistema afín de coordenadas en la linea recta. El punto Ò 


LO 8 
Fig 234. 


so tlama origen del sistema de coordenadas y la longitud del voctor a, 
unidad de escala. 


La posición de cualquier punto Af en la recta se determina unfvo- 
camente por la posición del vector OM. Los vectores a, OM son 


colínea! acuerdo con el 
corolario jí, existe tal número real a que 


ÕM mas. (23.4) 


Esto número se denomina coordenada afín del punto M en la recta, 
El hecho de que el punto Af tiene la coordenada a se donota por el 
simbolo A (a). 
Hemos de notar quo. siendo fijado un sistema an do coordonadas 
en la recta, lación (23.1) 
sita de cualquier punto Af en 
os también cierto. 
iante la correlación (23.1), un cierto 
Jo esto modo, siendo fijado un sistema afín do coordenadas, eziste 
una correspondencia. biunivoca entre todos los números reales y los 
Puntos de la recta 
La definición de los puntos por medio de sus coordonadas permito 
calcular 1 ¡tados de los segmentos dirigidos y las distancias 
s. Sean dados los puntos M, (a) y M, (a,). Tenemos 


(TM) = (OM, O) = (2000) = 
(oa )0)=(2 a) (0) (aa) Jal. (23.2) 


AL designar mediante p (Mi, M,) la distancia entro los puntos 
M, y Mz, tenemos 


PL M)= MM = joa la]. Ba 
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Las fórmulas se hacen particularmente sencillas, si la longitud del 
vector básico es igual a la unidad. En este caso 


Ur) aa, 
PUE M) = logan). 


Supongamos ahora que se ba dado un cierto plano. Fijor 

mismo un punto arbitrario O y consideremos el espacio Y 

de los vectores dispuestos en el pland 

dado y sujetados al punto O. Elijamos 

en el espacio wn par cualquiera di 

vectores básicos a, b. A las líneas 

rectas que contienen dichos vectores 

atribuyámosles direcciones determir 

das de o modo tal que les magni 

des de Jos segmentos a, b sean posi- 
tivas (fig 232) E 

En un plano dos ejes que se cortan 

en el punto O y llevan los vectores 

básicos a, b dados forman un sistema 

afín decime nel plano, E lo 

contiene el primer vector básico 

Pe 232. Se llama eje Oz o ejo de aducias; ol ejo 

que contiene el segundo vector básico 

se denomina eje Oy o ejo de ordenadas. 

La posición de cualquier punto Afen el plano se determina tam- 


bién univocamente por el vector OM y para éste, a su vox, existo la 
única descomposición del tipo 


Olas +. 05.5) 
Los números reales a, $ so llaman de nuevo coordenadas afines 
punto M. La primera coordenada se llama abisa y la segunda 
Sráenada de Me” "EN hecho de que el punto M tiene las coordenadas 
af se denota mediante el simbolo M (e. P). 
= En los ojos de coordenadas Ox, Oy existen los únicos puntos 
Ma My tales que 


y 


ÖM = OM a+ OM,- (23.6) 


Dichos puntos se disponen en la intersección de los ejes de coordon 
das con las rectas que son paralelas a los ejes y pasan por el punto M. 
Se denominan proyecciones afines del punto M sobre los ejes de coor- 


denodas, Los vectores OM, OM, se llaman proyecciones afines del 
vector ÖM. Debido a la unicidad de las descomposiciones (23.5), 
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(23.6) llegamos a la conclusión de que 


Dli=as, DM, =P. an 
De oste modo, si el punto Af tine Ias coordenadas M (a, B) 
los puntos M, „ que pertenecen al plano, tienen las coordenadas. 
Mz (a, 0), ), B). Adomás, si 
Öit = (a, P). 


entonces 
DMs- (e, O, OMy = (0, B) 

Todo vector básico forma en su eje un sistema propio de coordena- 
das. Por ollo, los puntos Me, My so pueden considerar también 
como puntos de los ejes Oz, Oy, dados 
en ostos sistemas propios do coorde- 
nadas, Sin embargo, do (23.7) proviene 
que la coordenada del punto Af, en ol 
ojo Oz os igual a la abscisa del punto 
M. Análogamento, la coordenada del 
punto M, en el eje Oy es igual a la 
ordenada "dol punto Af. Siendo estas 
afirmaciones del todo ovidentes, son 

i gran, Importancia, poelo qos per- 


ir las fórmulas 


El pue elec de li 
f determina univocamente un punto. Hai 
n efecto, las correlaciones (23.7) a 
permiten construir univocamente las 
proyecciones afines de un punto, las cuales, a su vez, deter- 
minan univocamente, un punto del planb. Por consiguiente, siendo 
fijado un sistema afin de coordenadas, eziste una correrpondeneia 
Bingen entre todos ls pares ordenadas de números reales y puntos 
lano. 
jodo análogo se introduce el sistema afín de coordenadas en 
un espacio. Fijemos un punto O y consideremos el espacio lineal Y, 
de vectores sujetados al punto O. Elijamos en este espacio una terna 
de los vectores básicos a, b, e. Atribuyamios a las rectas que con- 
tienen dichos vectores las direcciones determinadas de modo tal 
que las magnitudes de los segmentos a, b, e sean positivos (fig. 23.3), 
"Tres ejes on el espacio que se cortan en el punto O y llevan defini- 
dos en sí los vectores básicos a, b, c, forman un sistema afin de corde- 
nadas en el espacio. El eje que contiene el primer vector básico se 
lama eje Oz o eje de abscisas, el eje con el segundo vector bási 
es Oy o eje de ordenadas, el tercer ejo se denomina O: o eje de 2- 
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coordenadas. Los eyos de coordenadas elegidos dos a dos determinan 
Fos así Hamados planos de coordenadas que se denominarán Oy Oyz 
y Oz 

La posición de cualquier punto M de un espacio se determina, 


ica doscom- 


como antes, por el vector ÖJ, para el cual existo un 
Posición 
OM=aa+ hye 


Los números reales a, P, y se llaman coordenadas afines del punto M 
en ol espacio, La primera coordenada se llama abscisa, la segunda, 
ordenada y la coordenada tercera, ¿coordenada del punto M. El bocho 
de que al punto Af tiens las coordenadas a, B. y se indicará modianto 
al simbolo M (a. B. y) 

Tracenos por el punto M del plano unos planos paralelos a los 
de ouedonadas. Los puntas de interacción de estos planos con Jos 
ejes de coordenadas Oz, Oy, Oz se desigoarán con Mp, My, M 
y se denominarán proyecciones afines del punto M wire los ejes de 
crerinados, La nlenenión de Jon planoz e eesebraden oon Jo 
pares de planos quo pasan por el punto Af, determina 
Byn Mun, Moy que Nevarán los nombres do proyeeeiones afines del 
punto M sobre ls planos de coordenadas. Respectivamento, los vecto- 
199 Oy, OÑ,» ote. se denomicarán proyecciones afines del vector 


OÑÍ. Es ovidento que 


= OM, + OM, +0M a, 


ÖM n= OM, +0, 


4 2 


tnm Dita +n 


OM ny = OM +My- 
do gil qus on el caso do un plano, siel punto M tiene Ias coor- 
di M (a, B, v). 
las proyecciones afines de esto punto tendrán por coordonadas: 
Ma(2,0,0), M, O BO, MO Om) (38) 
My: (0, Be 1) Marta, O, 7), May (a, PB, 0) 
Por analogía, si 
OM = (a, B. Y, 


Y 24 OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS s 
so tiene 
Oñfa=(2, 0, 0), OM, = (0. B. 0, 0M,=00, 0, 1, 


hn. PY. iaie. 0,1), Dala, B, O). 


Esta vez también, todo vector básico y todo par de vectores 
básicos forman sistemas afines propios en los ejes de coordena 
y en los planos de coordenadas. Las coordenadas de los puntos en 
estos sistemas coinciden nuevamente con las coordenadas afines de 
los mismos, considerados como puntos del espacio. Ahora bien, sion- 
do fijado un sistema afín de coordonadas, existe una 

biunivoca entre todas las ternas ordenadas de números reales y los pun- 
tos del espacio. 

Entro los sistemas afines de coords en una recta, en un 
plano y on un espacio, son de mayor uso los llamados sistemas rec- 
tangulares cartesianos de coordenades. Estos Últimos so caracterizan 

hecho do que todos los vectores básicos tienen una longitud 
a la unidad y los eyes de coordenadas, tanto en ol caso de un 
plano como en ol de un espacio, son perpendiculares dos a dos. Los 
Vectores básicos op el sistema cartesfano de coordenadas se designan, 
comúnmente, por las letras t, j, k. En lo sucesivo haremos uso, 
somo regla, sólo do los sistemas que acabamos de mencionar. 


Ejercicios. 


K a 0, la a le ola a 
A DE PA ro A 
Aan TR 
ri dd 
a e a ll e 
E via eps at e id 
AO y ad ia ado 
cocidas coincide con uo de se sérico y ho vecinos Má, Gon ls 


$24. Otros sistemas de coordencdas 


Los sistemas de coordenadas em- 
plendos en las matemáticas permiten prefgar, medianto números, la 
Posición de cualquier punto de un espacio, de un plano o de una 
recta. Esto hace posibles toda clase de cálculos sobre las coordena- 
das y, lo quees muy importante, permite utilizar las computadoras 
modernas no sólo para diversos cálculos numéricos, sino también 
para la rasolución de problemas geométricos. la investigación de 
cualesquiera objetos geométricos y correlaciones. Además de los 
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sistemas afines de coordenadas examinados anteriormente se emplean 
con frecuencia, otros sistemas. 
Sistema polar de coordenadas. Elijamos en un plano una recta 
y lijemos en la misma el sistoma cartesiano de coordenadas. El ori- 
gen 0 do este sistema se llamará polo y el eje de coordenadas, eje 
polar. Consideraremos en lo sucesivo que el segmento de escala dol 
a do coordenadas en la recta so emplea para medir longitudos 
de los segmentos cualesquiera en el plano, Examinemos un punto 
acbitrario M del plano. Es evidente que 
su posición estará completamente defini- 
da, si se prefijan lo distancia p entro los 
puntos Mf. O y $ que so forma 
al hacer girar el rayo Ox alrededor del 
Punto O en el sentido contrahorario hasta 
que su dirección coincida con la del 


> sem 
Se llaman coordenadas polares del 
in piano los números p y 
1 número p so llama radio polar, ci 
número q. ángulo polar. Comúnmente se supone que 
0<9< +0 0 << 2a. ean 
Si el punto Af coincido con el polo O. el ángulo polar so considera 
indeterminado, 
Con cualquior sistema polar de coordenadas se enlaza de un modo 
tural cierto sistema rectangular cartesiano de coordenadas. En 
ae auas el origen de coordonadas coincido con el polo, 
seisas, con el ajo polar y el eje do ordenadas so obtiene girando 
al aja polar alrededor del punto O a ua ángulo 2/2. 
Denotomos las coordenadas del puatg M ea el sistema rectangular 
carla do coordonadas Day madiañio a, B. Son evidentes ls 
ls 


a=pcosp P=p sng. 
Do aquí obtenemos también las correlaciones inversas 


e ET 


m 1 
+ 


Estas fórmulas permiten calcular Tas coordenadas polares de un 
punto partiendo de sus coordenadas cartesianas, y vicoversa. 
“Coordenadas cilíndricas. Elijamos en el espacio un plano cual- 
quiera n y fijemos en éste un sistema polar de coordenadas, Por el 
polo O tracemos el eje O: perpendicular al plano a fig. 24.2). Con- 
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espacio. 
'Consideraremos las proyecciones Af, y May del punto Af sobro 


Oz y el plano Ozy. El punto Msp, como punto del plano 1, 


Pig. 24.3. 


tiene por coordenadas polares p, q. El punto M, quo pertenoco al oj 
Or, tiono la coordenada z. 

Se Naman coordenadas cilindricas del punto M en ol espacio tros 
números p, q, z. En este caso so supone también que 


O<p< +o,  0<y<% 


EI ángulo y para os puntos del ejo O no esté definido, 

La relación entre las coordenadas cartesianas en el sistema Ozyz 
y las coordenadas cilíndricas se determina por medio de las corro- 
aciones 


Ip y=pmp ms 

Coordenadas esféricas. Consideremos en un espacio el sistema 
rectangular cartesiano de coordenadas Ozyz y el correspondiento sis- 
tema polar de coordenadas en el plano Ozy (fig. 24.3). Sea M un 
punto cualquiera del espacio distinto de O, y sea Mz, la proyección 
de M sobre ol plano 07. Desiguemos con pla distancia dl punto M 


al punto O y con ©, el ángulo formado por el vector OM y al vector 
iaioa del eje Ox, Sos, por fa, y el ángulo polar de la proyección 
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So llaman coordenadas esféricas dol punto M en ol espacio tres 
números p, 9,9. El número p es el radio, el número q, la longitud y el 
número ©, la latitud. En este caso se supone que 


OSp<+o,  0<p<% OOL 


La longitud no está definido para todos los puntos del eje Oz, mientras 
que la latitud no está definida para el punto O. 

La relación existente entre las coordonadas cartesianas en el 
pise Qrye y las coordenadas esfricas s delarmina por las corre- 
jaciones 


z=pwnacosp, y= psen @ ser z= pcos. 


a a Taa Pu odas da pue na 

cta maaa a aama A Pi as pcs 

miagh e e re 
Oech qa Oich 


$25. Problemas 


Consideremos varios problemas 
sencillos referentes a la aplicación de los sistemas rectangulares 
carissienos de coordenadas. Para concretar, examinemos dichos 
problemas en el espacio. Los problemas análogos en un plano difieren 
de éstos sólo en pequeños detalles insignificantes. Convengamos en 
Considerar siempre quo sa tiene un sistema fijado de coordenadas cuyo 
Origun ea el ponto Ò y ls vectores Mio son i, f, K 

Coordenadas de un vector. Supongamos que en el espacio están 
dados dos puntos M (a, Py 1) Y AM: (an: Pos 1). Estos puntos 
detorminan el vector M,M,, que tiene ciertas coordenadas respecto 
de la base i, f, k. Establezcamos la relación que existe entre las coor- 


denadas del vector M,M, y las de los puntos M,, 
ML, OM, 0M,- 
Luego, por definición de coordenadas afines de los puntos Mis 
ima ibi nds Olot nk 
Por ollo, de aquí se deduce quo 
MM (22) + (BB) 1 +21) Eo 


.. Tenemos 
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o bien, de acuerdo con las desiguaciones aceptadas, 


Malta = (22 Pob Y 10+ (25.4) 
Coordenadas de las proyecciones de un vector. Consideremos, otra 


voz, on el espacio el segmento dirigido MM. Al proyectar los puntos. 
M, y M, sobre el mismo plano de coordenadas o el mismo eje do 
coordenadas, obtendremos un nuevo segmento dirigido. Éste se 
Mama proyección coordenada del vector Mi My. 

Todo vector de un espacio tiene sois proyecciones coordenadas: 
tres proyecciones sobre los ejes de coordenadas y tres sobro los planos 
de coordenadas. Son fáciles de calcular las coordenadas de las proyec- 
ciones en la base í, j, k según las coordenadas do los puntos 


fi (27, Br Y), Mo r Bas Con esto fin suficiente hacer uso 
AN 
Supongamos, poz plo, que deseamos calcular las coordenat 


de la proyección Ayssy. Toniendo presente que los puntos Mya 
Y M, tionon por coordenadas 


Mx (231 0, O) Max (an 0, 0), 


mos que 
MiMe (24 0, O). es) 
Por analogía, 
MiMi + (09 — tn O, TV» 

y así para el resto de las proyecciones. 

Al comparar la primera de las fórmulas (23.4) con las fórmulas 
del tipo (25.2), llegamos a que 
MaMa) (Mi May) =P Y 
Por esto la magnitud de las proyecciones del vector sobro los ojos 
de coordenadas coinciden con las coordenadas de esto vector. 

La segunda de las fórmulas (23.4) permite calcular, a partir de las 
coordenadas de los puntos M, y Ms, las longitudes de las proyeccio- 


nes del vector MM, sobre los ojes de coordenadas. A sabor, 
aMi = jash, MoMa) = apil, MaM) = Iva vale 
Longitud de un vector. Deduzcamos la fórmula para calonlar la 
longitud de un vector en el espacio. Es obvio que la longitud | M/M, 1 
del vector Jf, M, es igual a la distancia p (fa, Ms) entre los puntos 
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Mi, M, y equivale también a la longitud de lo diagonal de un para- 
lolepípedo rectangular cuyas caras son paralelas a los planos de coor- 
donadas y pasan por los puntos Af, y M (fig. 25.1). La longitud de 
cualquier arista del paralelepípedo es igual a la de la proyección del 


vector MAN, sobre el eje de coordenadas paralolo a la arista, Por 
endo, haciendo uso del teorema de Pitágoras, obtenemos 


EII (MM MM + M Ml). 
Ahora, sí los puntos M,, M, están definidos por sus coordenadas 
M, (an, Ba 1) Y Ma (ans Ba, Yo) entoncas 

PM Maa (a BaB. (25.3) 


Si el vector AM, está definido por las coordenadas z, y, respecto 
de la aso 1, f, k ontoncos 


MMe, (25.4) 
Una fórma análoga la tienen las fórmulas también en el caso de un 


. Si 1os puntos Mi (en, Bi), Ms 
EE vico dados dias a 


PAM Md (AI, MM (rg 

Angulo formado por vectores. Examinomos los veotores no nulos 
a, b en el espacio. Apliquémoslos al punto O. Desiguemos con n el 
plano que pasa por el punto O y contiene ambos vectores. Se llama 
ángulo formado por dos veetores a, b el ángulo mínimo que se obtiono 
girando alrededor del punto O uno de Jos vectores on el plano x para 
¿ue su dirección coincida con lo del otro vector. Si al menos uno de 
los vectores es nulo, el ángulo no está definido. Nuestra tarea consisti- 
rá en calcular el coseno del ángulo entro dos vectores, a partir de 


s as. promEMAS a 


las coordenadas de dichos vectores. Para el coseno admitamos la 
designación cos (a, b). 

taremos mediante A, B los oxtromos de los vectores a, b en 
el plano a. Evidentemente, èl ángulo formado por los vectores a, b 
o es otra cosa que el ángulo AOB del triángulo AOB cuyos lados 
pasion los vectores e, b y Be 


-a y a K a 
apongamos que los vectores a, € 

están dados mediante sus coordenadas © © % 
AS 

En esto caso € ` 


bam (H tn a Ys h— ih Taa 


Sogún so sabe de la geometría elemental, el cuadrado de la longi- 
tud de un lado del triángulo es igual a la suma de los cuadrados de 
las longitudes de los otros dos lados menos el producto duplicado 
de las longitudes de estos lados por el coseno del ángulo entre ellos. 
Por esta razón 

1b—al*=|aP+/b]*—2 Ja[-19| cos(a, b} 
> bien, al tomar en considoración la fórmula (25.4), 
AA mat 
eL anp" cos(a, b) 
Reslizando ciertas transformaciones elementales hallamos 


mad 
o O 


Los cambios en la fórmula para el caso de un plano son obvios. 
División de un segmento en la razón dada. 

un espacio se ban de 

M, y Ms. Elijamos on dicha recta la dirección positi 

obtenido los puntos M, y M, determinan un segmento dirigido 


A, Sex M un punto cualquiera del eje, distinto de Ma. El núme- 


he Lea (25.5) 
A E 
se llama razón en que el punto M divide el segmento dirigido M My 
Con el cambio de dirección en el eje, los números (M,M) y {MM, 
cambian de signo simultáneamente, Por lo tanto, la razón (25.6) 
no depende de la dirección positiva elegida en el eje. Luego, con el 
cambio de la escala de longitudes de los segmentos en el eje, los 
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números (7) y (MA) se multiplican por el mismo número. Por 
Jo tanto, la razón (25.6) no depende de Ja unidad elegida para medir 
longitudes: Do aquí se desprende que la razón (25.0) no depende de 

cómo se elige en el eje el sislema de 
ardena. 

El problema consistøen calcular las 
coordenadas del punto Af, que divide 
el segmento A,A, on Ia razón à, si se 
<onocen las coordenadas de los puntos 
My, Af, y el número A, con la parti- 
cularidad de que Aé 1. Asi pues, 
Supongamos que están dados Ma 
Be a fep Bon Vo) y oe descins 
Pie. 25.3. sat Lale 2 EAA 

jemplo, sobre el ojo Oz (iig 
De los razonamientos de semejanza 50 vo que el punto Ma divido el 


segmento dirigido Apax también en la razón %. Por ello, 
ds MAA (25.7) 


DAM] 
Do conformidad con la fórmula (23.4), (M,N) = a — a, 


. Ahora, teniendo en cuenta la expresión (25.7), 
(a + Amn + A). De modo análogo se calou- 
By y. Asi pues, 


„Observemos que À > 0, si el punto M se halla dentro del. segmento 


ÄM, A < O, si ol punto M se encuentra fuera del segmento N, Na, 
YA s di el punto M coincide con My, Cuando el punto, se despl 
a dosdo el punto A, hasta el punto M, (excluyendo el punto M4), 
la razón A toma primero el valor nulo y luego, de la manera sucesiva, 
todos los valores positivos posibles siempre crecientes, Si el punto M 
so desploza desde el punto en dirección positiva del eje (véase la 
fig. 25.3), la razón À tomará primero el valor cero y a continuación 
valores negativos siempre decrecientes, aproximándose fan cerca 
como se quiera al valor de à = —1, pero quedando en todo 

mayor que dicho valor. Sil punto Af se desplaza en dirección eg 
tiva desde el punto Af;, la razón à toma todos los valores nega 
posibles en el orden de crecimiento, quedando siempre inferir 
akei 
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De esto modo, entro todos los números reales y los puntos de la 
secta se podría establecer una correspondencia blunívoca, si en la 
recta hubiera un punto Af que divida el segmento MAY, en la razón 
A = —1 y al al punto M, coincidente con Afs, se lo pudiera poner on 
correspondencia algún número. Este problema se resuelve común- 
mente al complotar la recta con un “punto” complementario con- 
yoncional y los “números”, con un 
“número” complementario conven- 
cional, Tal punto so denomina “in- 
finito” yel número, “infinitamente 


De 
ati ahaaha dl 1] 
vector. Soan dados en el espacio d 
o a 


AB. Tracemos por los puntos A, B 

unos planos perpendiculares al oje 

u (fig. 25.4). La intersección de es- re sa. 

tos planos con ol eje determina 

los puntos Au, Bu, do los cuales 

Au se ubica on ol mismo plano con A, mientras que B, so halla en 


«l mismo plano con B. El segmento dirigido Aud, se Hama proyección 


ortogonal del segmento AÑ sobre el eje u. Para designarlo so utiliza ol 
siguiente símbolo: 


TB. = pta AB. 

Con ol ojo u fijado, todo vector z dol espacio defino univocamente 
su proyección ortogonal 2”. Sa puedo considerar, por ondo, que tono- 
mos una “función” dada 

Emp 258) 
cuyo “argumento” puedo constituir cualquier vector del espacio y ol 
“valor”, un vector en ol ojo u. Domonstraremos ahora que dicha 
función posee las siguientes propiedades: 
A | 
pea Q) =A peu z, 
válidas parn contesqui 
POr afecto, Nijamos ular de coord 
‘n efecto, un sistema rectangular cartesiano de coorde- 
nadas en el que el eje u coincida con el eje coordenado de abscisas. 
Supongamos que en este sistema 


z= (an Bus Wd- 
y= (an Bas 1). 


(25.9) 


iera vectores z e y, como también para todo 
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entonces 
z+y= (m + an B + Ba ti + yh 
dz = Qas ABs M). 
En el sistema de coordenadas elegido la proyección ortogonal del 

i Coincide con su proyección coordenada sobre 
e da abusos. Como se ha indicado ant, la proyección de cualquier 
vector sobre el eje de abscisas tiene la primera coordenada coincidente 
Zon ia primara coordenada dal propio eco, mientras que ls eror 
Sonadas restantes son nula. Bor eso 

profe =t an 0, O, 

pro 03)», 0, O) 

prn z= (an 0, 0), wn 

pray = (an 0, 0). 
Do acuerdo con la regla de adición de vectores y multiplicación de 
éstos por un número, de las últimas dos igualdades (25.10) conclui- 
mos on 


Pra z+ pra y = (a, +0, O, 0), 
Apra z = Qan 0, 0). 


Comparando los segundos miembros de las igualdades obtenidas con 
los miembros correspondientes de las primeras dos (25.10), nos con- 
vencemos de que ambas propiedades (25.9) son justas. 


Sean dados on ol espacio un plano x y un segmento dirigido AB. 
Al trazar lares de los puntos A y B sobre ol plano a, 
obtendremos an al plano dado des puntos A. y Bn que determinan 


ol segmento dirigido Ana Este lo Alea ol, nombre, 
proyección ortogonal del segmento dirigido AB sobre el plano n. Par 
designarlo se utiliza la misma notación, es decir, 

ABa = prn AB. 

Por supuesto, para las proyecciones ortogonales sobre un mismo 
plano tienen Jugar correlaciones análogas a (25.9). Para demostar 
esta afirmación, so puede fijar un sistema rectangular cartesiano de 
coordenadas en el que el plano = sea un pleno coordenado y otra 
vez, hacer uso de las propiedades correspondientes de las proyecciones 
sobre un plano do coordenadas. 

Hemos considerado las proyecciones ortogonales de los vectores 
en ol espacio. Indudablemente, la analogía completa tiene lugar 
también para los vectores en un plano. 


hi del contro de gravodod de tres puntos mate- 
Hale si ge conocen sus coordenadas cartesianas y sus magas, 
3: Hillege el rea de un triángulo, si se conocen las coordenadas cartesianas 


cos? (z, a)-+costfz, d)+cost(z, cont. 


$ con x un plano coordezado cualquier y con u, un eje coore 
donado calar na eel ld mato que par Saigin? Var 2 mo 


TS 


$25. Producto escalar 

El uso de los segmentos dirigi- 

dos para expresar fuerzas y desplazamientos conduce a un concepto 
muy importante de producto escalar de vectores. 

'Del curso de la física sabomos que sí un vector a representa una 
fuerza tal, que al punto de su aplicación s desplaza desde al orig 
dol vector Ò al extremo dol mismo, el trabajo w de esta fuerza so 
determinará por la igualdad 

wm jal [b] cos (a, b}. (28.1) 


El sogundo miembro de esta igualdad se llama producto escalar de 
los vectores a, b. Para su designación se ha aceptado ol símbolo (a, b). 


Do este modo, 
(0. d)== la 1b con fa, b). (26.2) 


Hablando en rigor, la definición aducída de producto escalar se 
refiere sólo a los vectores no nulos a, ò, puesto que solamente 


1 
uno de los vectores sea igual a cero. Si, 
desplazamiento, se da mediante un vector nulo, 
cumple es nulo. Por esta razón consideraremos que (a, 
que al menos uno de los vectores a, sea igual a Cero. 

De la fórmula (26.2) provienen ciertas propiedades geomét 
del producto escalar. Por ejemplo, el ángulo, formado por dos vecto- 
res no nulos, será agudo (obtuso) cuando, y sólo cuando, el producto 
escalar de estos vectores es positivo (negativo). 

Si el ángulo formado por los vectores es recto o al menos uno de 
los vectores es nulo, el producto escalar será igual a cero. Los vectores 
de este tipo so llamarán ortogonales. 


el caso en que siquiera 
fuerza, bien un 
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Se denominarán vectores ortonormalizados aquellos vectores orto- 
gonales cuya longitud es igual a la unidad. En particular, los vectores 
Básicos 1. y k de un sistema rectangular cartesiano de coordenadas 
son ortonormalizados. De la fórmula (25,2) se deduce que 

(G, Di, (6, =0, (,k)=0, 
0,0=0, (1-1, U, k)=0, (26.3) 
(k,1)=0, (k,)=0, (k,k)=1. 

Examinemos los vectores no nulos a, b. Por el vector a tracemos el 
eje u atribuyéndole una dirección tal que la magnitud del vector a 
Sen positiva. Será evidente que 

{pru b) = Ib] cos (a, b). 
La proyección del vector b sobre un oje construido de este modo, la 
lamaremos proyección del vector b sobre el vector a y la indicaremos 
modiante el símbolo pr, b. Naturalmente, la proyección de un vector 
Sobre otro conserva las propiedades (25.3). En las designaciones 


nuon 
(a, b)= lal {prab} = 101 {prsa}. (26.4) 


Estas fórmulas permiten establecer propiedades algebraicas muy 
ntos del Jucto escal saber, para cualesquiera vectores 
€ y todo número real a in las correlacione 

1) (a, 9)=(b, 0), 

2) (aa, b) =a (a, b), 

3) (a+b, c)=(a, e) +, c), 

4) (a, a)>0 cuando a0; (0, 0)=0. 

Hemos de notar que las correlaciones (26.5) se cumplen, a ciencia 
cierta, si por lo menos uno de los vectores es nulo. Eu el caso genoral 
la validez de las propiedades 1,4 = desprondo directamente de la 
fórmula (26.2). En cuanto a las propieda: 3, haremos uso de 
fórmulas (26.4) y las propiedades de proyecciones, para establecer! 
Tenemos 

(aa, b) = 101 {prs (aa)) = 191 fa- pra a) =al] {pra} =a (a, B), 

(a+b, e)= lel (pre (a +B)}= lel {prea + preb) = 
Aprea} + Jel (preb) = (a, c) +0, 9- 

Las propiedades 2,3 sólo están ligadas con el primer factor del 
producto escalar. Las propiedades análogas tienen lugar también 
respecto del segundo factor. En efecto, 


(a, ab) = (ab, a) = a (b, a) = a (a, b), 
ta, b +e) = (b +c, a) = (b, a) + (e, a) = (a, b) + (a, c). 


(20.5) 


5 28 PRODUCTO ESCALAR a 

Además, en virtud de la igualdad a 
lícitas también las siguientes correlaciones: 

OS 

la, b — c) = (a, b) — (a, €) 


a + (—1) b, során 


puesto que 
(be) = (a + (—1) b, e) = (a, e) + (1) b, o) = 
= (e, e) + (1) 0, €) = (a, 0) — (b, e). 
Tronena 283 St dos vectores a, b están dados mediante sus coorde- 
nadas rectangulares cartesianas, entonces el producto escalar de estos 
vectores es Igual a la suma de los productos, realizados dos a dos, de las 
coordenadas correspondientes, 
DEMOSTRACION. Supongamos, para concretar, que los vectores 
están dados en un espacio, es decir, a = (zy, Ya, 24), Ò = 4). 
Puesto que 


art yl + aka 
b= at yl + e 


entoncos, al efectuar las transformaciones algebraicas del producto 
escalar, obtenemos 


da, b) = za ll 1) + aya (t f) + zasa (i, K) E 
+ Wata Un D + pawa Oa P) + vča O R) + 
+ aza (k, D + 2 (k. P) + sta (0, K). 
Ahora, de acuerdo con (26.3) se tiene 
(e. b) = zin + da + ts 
y 61 teorema queda demostrado, 
La fórmula (25.6) permito escribir las expresiones, recién obteni- 


das, (25.4), (25.5) para Ja longitud del vector y el ángulo formado 
por los vectores en términos de un producto escalar. A saber, 


lal=(a, 9), (26.7) 
costa, E 


Puede parecer que estas fórmulas son triviales, puesto que se des- 
prenden directamente de (26.2) sin referencia alguna a las fórmulas 
(25.4), (25.5). No obstante, sin darnos prisa en hacer ta] deducción, 
veamos una circunstancia de importencia particular. 

Ha de ser notado que toda muestra investigación se desarrollaba, 
de hecho, en tres etapas. En primer lugar, partiendo de la fórmula 
(25.2), hemos demostrado la validez do las propiedades (25.5). A con- 
tinuación, basándonos solamente en estas propiedades y en el carác- 


) 
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ter ortonormal de los vectores básicos del sistema de coordenadas, 
deducimos la fórmula (25.6). Y, por fin, haciendo uso do las fórmulas 
(25.4), (25.5), que se han obtenido sin referencias al concepto de 
producto escalar de los vectores, llegamos a las fórmulas (26.7). 
"Al partir de lo dicho, podríemos ahora introducir el producto 
escalar no por definición de su forma explicita, sino de un modo azio- 
,, como cierta función numérica definida para todo par de 
ido on tal caso que las propiedades (26.5) se cumplan 
jara cualesquiera sistemas de coordenadas, donde 
están ortonormalizados en el sentido de producto 
escalar axiomático, seguirá siendo válida Ja correlación (26.6). 
Por consiguiente, teniendo presente un modelo del sistema rectangu- 
lar cartesiano de coordenadas, podriamos considerar axiomáticamento 
que Ins longitudes de Jos vectores y los ángulos entre ellos se calculan 
sogún las fórmulas (26.7). Desde luego, tendríamos que convencer- 
nos, en tal caso, de que las longitudes y los ángulos que se han in- 
troducido de modo semejante, poseen las propiedades necesarias, 


Ejercicios. 


ija, dado des voi a 7 h qa al 
A dali ¿E picó 


El sector a ae la dado en el espacio Y, mediante sus coordenadas carte- 
a da mno aalan cad saga a vs 


ra 
“i. Los vectores linealmente independientes , 3 están dados on el espacio 

va modianta ma coondanndan sarionitaas. Nálonse al vector Do mulo quos 

oñogosal respecto de ambos vectores. 

Med ¿QuE rapresenta q ai al agur gromttio do vectores ortogonales a un 


$27. Espacio euclideo 


Los espacios lineal ractos 
estudiados anteriormente son, en cierto sentido, más pobres de con- 
Copio y propiedades en comparación con el espacio do segmentos 
dirigidos. Esta pobreza se debo, en primer lugar, a que en los prime- 
ros no se han reflejado los hechos más importantes relacionados con 
lb medición de longitudes, de ángulos, de volúmenos, etc. Los con- 
ceptos métricos pueden ser extendidos a los espacios lineales abstra 
tos por medio de varios procedimientos, No obstante, un método más 
eficaz para posibilitar la realización de mediciones consiste en la 
introducción axtomática de un producto escalar de vectores. Comenza- 
remos nuestras investigaciones con los espácios lineales reales. 

"Un espacip ina! real E se ama euclideo, si a todo par de vectores 
z, y de E se le ha puesto en correspondencia un número real (2, Y) 
lamado producto esalar, considerándose cumplidos los siguientes 
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axiomas: 
D moi a 
z, ) =h (z, y), ; 

3 +n (a d+ ah ay 

4) (z, 7)>0 para z0; (0, 0)=0 
para los voctoros arbitrarios z, y, z de E y el número real arbitrario A. 

Como ya sabemos de estos axiomas se desprende que con el pro- 
ducto escalar se pueden realizar transformaciones algebraicas forma- 
les, es decir, 

Sart Ed È È ala 
(X, seño E Bd È È absten y 
para cualesquiera vectores zy, yy, los números a, Py y para todo 
número y 6 3 de sumandos. 

"Todo subespacio lineal L del espacio euclideo Æ so convierto por 
sí mismo en un espacio euclideo, si se conserva en Z ol producto esco 
lar que se ha introducido en Æ. 

tici indicar el método genera! de introducción dol producto 
escalar en un icio real arbitrario X. Soa ey, êp, - n, una base 


de este espacio.. Elijamos dos vectores arbitrarios x, y de K y supon- 
gamos que 


amba+bet.. 


El producto escalar de vectores puede sor introducido ahora del 
modo siguiente, por ejemplo: . 
(e a) a Em + Boa +- o En ea 
El cumplimiento de todos los axiomas se comprueba sin dificultad 
alguna. Por consiguiente, el espacio lineal K provisto del producto 
(27.2) es vuclídeo. 
Observemos que el producto escalar puede ser introducido en ol 
icio K con ayuda de otros métodos. Por ejemplo. en dicho espacio 
ln siguiente expresión será también un producto escalar: 
Cs) ao + aaa + 


para cualesquiera números positivos fijados a, ay, 
multiformidad semeja 


an La 
jte no debe disturbarnos. En efecto, no hay 
nada asombroso en que las longitudes pueden medirse en metros y en 
Pulgadas, los ángulos en grados y radianes, etc. Precisamente esta 
multiformidad permite emplear al máximo las propiedades de los 
espacios concretos, cuando en éstos se introduce el producto escalar. 

Al introducir el producto escalar en los espacios de segmentos 
dirigidos, tuvimos que definirlo por separado, cuando por lo menos 
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uno de los segmentos era igual a cero. En aquel caso se suponía que 
Y producto escalar ora nulo. Ahora el hecho dado pasa a sor una 
eropiedad que proviene de los axiomas (27.1). Si z es un vector 
arbitrario de E, entonces 

(0, z) = (Or, 2) = 0 (r, 2) = 0 
Por supuesto, en virtud del primer axioma de (27.1), (z, 0) = 0. 

Un vector z de un espacio euclideo se denomina normalizado, si 
(z, 2) = 1. Todo vector no nulo y puede ser normalizado, si lo multi- 
plicamos por cierto número À. En efecto, por hipótesis 

(PE 
título del factor de normalización, podemos tome 
A y" 

Un sistema de vectores so llama normalizado, si están normalizade 
todos sus vectores. Según se deduce de lo dicho, todo sistema de 
vectores no nulos puede ser normalizado, 

Una do las propiedades más importantes del producto escalar 
Ja enuncia-el siguiente 

TEOREMA 211 (desigualdad de Cauchy —Buniakovski). Para cuales- 
quiera don Vectores, Y de un espacio euclideo es válida lo desigualdad 

TS 

DEMOSTRACION. El teorema tiene luga ciencia cierta, si y = 0, 
por lo cual convengamos en considerar que y + 0. Examinomos un 
Vector z — Ay, donde 4 es ún número real arbitrario. Tenemos 

Mn s — Ay) e 2) — 2A (r, W) HA 0. 

En el primer miembro de la igualdad figura un producto escalar 
do vectores iguales. Por esta razón el trinomio do segundo grado en 
el segundo miembro es no negativo, cualquiera que sen A, en parti- 


y por eso, 


cular, para 
Di modo, ON 57 
y esto modo, 
02 E te E 550, 


de donde se haco obvia la afirmación del teorema. 
Por analogía con los espacios de segmentos dirigic 
colineales dos vectores z, y de cualquier espacio lineal, 
z= Ay o bien y = pz para ciertos números À, y. En virtud de la 
igualdad 0 = Oz concluimos que los dos vectores son colínealos, 
ciencia cierta, si por lo menos uno de ellos es nulo. Para la compro- 
bación del carácter colineal de los vectores resulta muy cómoda la 
desigualdad de Cauchy—Buniakovski. En particular, es válido el 
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Teorema #2 La desigualdad de Cauchy—Buniakoskt se con- 
vierte en una igualdad si, y sólo si, los vectores z, y son colineales 
DEMOSTRACION. Supongamos que los vectores z, y son colines 
que, para concretar, z = Ay. Hallamos 
y O Y Ps a, 
le =) (4, y) = (y, Aa) O Y) = A (9, y 
La comparación de estas igualdades muestra que la suficiencia de la 
afirmación del teorema tiene lugar 
Supongamos ahora que para ciertos vectores z, y se vorifica la 


igualdad: 
(e w (2), y). (27.4) 

Si y = 0, los vectores son colíneales. En cambio, si y sk 0, entonces, 

al tomar À de acuerdo con (27.3) y teniendo presente (27.4), obtenemos 
(dy, z — My) = 0. 

En vista del último axioma en (27.1), esto significa que z — Ay = 
=0, o bien z = Ay, os decir, los vectores z. y son colinoolos. La 
necesidad de la afirmación del teorema también tiene lugar. 

A título de ejemplo consideremos el espacio R,. So le puedo trans- 
formar en espacio cuclídeo, sí para los vectores 


E= (dy Ap © sy aa), 
y (Pa Bar Ba) 
bl producto escalar se introduce de la manera siguiente: 


(0-2, ab (27,5) 


Es evidente que los er cumplen, La desigualdad de 
Cauchy— Buniakovski significa, en el caso dado, que 
Eo aD ao 
para cualesquiera números reales ay, Py. 
Ejercicios. 


de se debe introducir el escalar en un io de polino- 
aan a M mm e 

2. ¿Se hará euclideo el espacio R,, si el producto escalar so introduce en 
ras 


eX, al l? 
Já e ol sentido geométrico de la desigualdad de Cauchy Bon 


a a 
ski en dl espacio de segmentos dirigidas 
e Demodsteose que == y cundo, y sólo cuando, (z, d) m (p, d) para 
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$28. Ortogonalidad A 


La relación más importante entre 
los vectores de un espacio euclideo es la ortogonalidad. 

Por defimición, los vectores z, y se denominan ortogonales si 
te, y) = 0. En virtud del primer axioma do (27.1), la relación de 
ortogonalidad de dos vectores es simétrica. Eu el cspacio de segmen- 
tos dirigidos la noción de ortogonalidad coincide, en lo principal, 
con la do perpendicularidad. Por esta razón, la ortogonalidad puede 
considerarse como una generalización de la noción de perpendiculari- 
dad para los espacios euclideos abstractos. 

Un sistema do vectores de un espacio euclideo se llama ortogonal 

o bien consiste en un solo vector o bien sus vectores son ortogo- 
malos dos a dos. Sí un sistema ortogonal consta de vectores no nulos, 
ese puedo normalizar, Un sistema ortogonal normalizado so denomi- 
a ortonormaliza 

El interés hacía los sistemas ortogonales y ortomormalizados so 
dobo a las ventajas que ofrecen on la investigación de espacios oucll- 
deos. 

Asi por ejemplo, cualquier sistema ortogonal de vectores no nulos 
y, por supuesto, un sistema ortonormalizado, es linealmente inde- 

En electo, supongamos que el sistema 
goual y que zy 4 O para todo i- Esto signifi 
pora de J, paro (zı. z;) 240 cuando 1 = j. 


am +a +. + 0 


Al multiplicarla escalarmonto por cualquiera do 
dallamos 


n (En 2) + a (zn 24) +- o + a ln 2a) 0. 
Por consiguiente, 


vectores 74 


a (n 2) 0 (84) 


y, naturalmente, ay = 0. Do este modo, ol sistema de los voctoros 
Fis Za «+n Za és linealmente independiente 

De la igualdad (28.1) obtenemos, en particular, que si la suma 
do los vectores ortogonales dos a dos es igual a cero, todos los vectores 
son, aulos. 

Una variedad de corolarios útiles se deduce de la suposición quo 
cierto sistema ortonormalizado e, €s, - _ -, e, puede formar una base 
dol espacio euclídeo E. En este caso todo vector z de E ha de repre- 
sentarse de un modo único, en forma de una combinación lineal 


200 tata 


sar escalarmente la igualdad dada por e, obtenemos 
ita para los coefi de la descomposición 


Poro al muli 
la oxpresión 
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según la baso. A saber, 
a = (e, edo 052) 
Si para otro vector y tiene Ingar la descomposici 
y= bres t Bits + oo + Ben 
1 realizar ciertas transformaciones sencillas, hallamos que 
Dash aa HH abn (8.3) 


entonces, 


En particular, 
(maltat. Hal 08.4) 

Antes de continuar unas investigaciones semejantes, aclaremos 
si existe o no una base que se compone de vectores ortonormalizados. 

Una baso cuyos vectores forman un sistema ortonormalizado, se 
denomina ortonormalizada. La existencia de tal baso en el espacio 
euclideo la demuestra el 

TEOREMA 284. En todo espacio euclideo E de dimensión finita existe 
una base ortonormalizada. 

Demosmnacion. Soa dim E = n. Un sistema ortonormalizado os 
linealmente independiente Js por onde, no puede contener died n 
"número 
significa que en el espa- 
cio E no hay ni un solo vector no nulo que ses ortogonal a todos los 
ty Si existe un vector ortogonal a todos estos 


ls >» +» €, Tura una baso, ol vector z tendría que coincidir con 
el vector y, dondo 


(atado + ee 
Examinemos, por ello, un vector z — y. Tenemos 


A =l- Za toep e) 


=t, 00— $, (e, esten eale, ete, e=. 
A 


El vector z — y resulta ser ortogonal a todos los vectores ep, €s, . . . 
++, €» Por consiguiente, z — y =0 ó z = y. 

“Así puos, un sistema linealmente independiente ey, en, - 
posee la propiedad que, en términos de sus vectores, s expresa lineal 
mento todo vector del espacio Æ, es docir el sistema forma una baso. 

COROLARIO. Cualquier sistema ortonormalizado de vectores ey, €s, . - - 
~+- ez puedeser complementado hasta obtener una base ortonormalizada. 
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Efectivamente, de los sistemas ortonormalizados que-contienen 
un sistema dado tomemos el que cuenta con el máximo número de 
vectores. Supongamos que este sistema es €... Eh €h ps - » + êr 
Ropitiendo textualmente la demostración del teorema 28.1, estable- 
tomos que el sistema nuevo es una base. 

Además de los vectores ortogonales en el espacio euclideo, con- 
úsideraremos también conjuntos ortogonales de vectores. Dos conjuntos 
F y G de vectores en el espacio euelideo E se denominan ortogonales, 
si todo vector de F es ortogonal a todo vector de G. La ortogonalidad 
de F y G so designa con el símbolo F 1 G. 

Por supoeso, un conjunto puede componer también de un solo 
vector. Si cierto vector de un conjunto es ortogonal a todo el conjun- 
lo, es, en particular, ortogonal a sí mismo. Por consiguiente, sólo 
puede’ ser nulo. 

igma 291 Para que el vector z sea ortogonal al subespacio L, es 
aessa io y suficiente que sea ortogonal respecto de todos ls vectores de 
una base cualquiera del subespacio L- 

prmosrnaciow. Fijemos la base Ya, Ya; «+ -, Ya del subespacio L. 
Si z 1 L, entonces z es ortogonal a todos los vectores de L y. en 
particular, a los vectores ya, Ye +» Ya: Sea, ahora, (z, yi) == O 
Peta todo la Elijamos un vector planto de Z y descompongimos 

lo según los vectores do la base. 
ay tan t. ha 
para ciertos números y, ay. » > -+ 24, entonces 
(me a + hd Ya) = 
mar (2, y) + aa (2, y + + les ya) = O. 
Esto significa que z L. 

conotanio. Para que dos subespacios sean ortogonales, es necesario 
y sujicente que todo vector de cualquier base de un subespacio sea ortogo- 
al a todos los vectores de cualquier base de otro subespacio. 

La suma K do los subespacio lineales Ly, La, ; +, Lm $e Mami 
ortogonal, si los subespacios son ortogonales dos a dos. Para designar 
Ja suma ortogonal se empleará la siguiente notación: 


K=L0L,8.- 8 La 


mesa 252, Una suma ortogonal de los subespacios no nulos es 
siempre una suma directa. 

mamosrmacion. Elijamos una base ortonormalizada en cada subes- 
pacio y consideremos un sistema de vectores que representa en sí la 
reunión de bases de todos los subespacios. Está claro que todo vector. 
de la suma ortogonal so expresa linealmente en términos de los vecto- 
ros del sistema construido. Mas, este sistema es linealmento indepen- 
dionte, ya que consiste en los vectores no nulos ortogonales dos a dos. 
Ahora del lema se deduce del teorema 20.1. 
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Supongamos que el espacio euclideo Æ figura en forma de una 
suma ortogonal do sus subespeciós Ly. Les -- ., La» CABO 00 el que 
e totalidad de todos estos subespaciós puedo Considerar como uoo 
aso ortogonal generalizada. En particular, ais pare cualesquiera 
dos vectores z, y de K. escribimos sus descomporicines según los 
subespacio Za, La.» =» Lx, es decir, si representamos los vectores 
Citados an Ta forma! 


an +n+t.. ti 
v=ntnt... + Ym 
donde z, yı € Ly, se obtiene con facilidad que 
(a 0) a m) dls w Hooo H lts Wad. (28, 
La fórmula obterida os análoga a la (28.3). 

Examinemos uo conjunto no vacío arbitrario de vectores F del 
espacio euclideo Æ. Lo totalidad de todos los vectore, ortogonales al 
conjunto F, so llama complemento ortogonal del conjunto F y so indica 
con Fl. El complomento ortogonal es un subespacio. En efecto, si 
Jos vecioras z, y El, entonces z, y L F. Pero, on esto caso, az + 
=E hy L F par cualesquiera números, $, os decir, az + By € Pi- 

monona 82 El espacio euclideo E es Ùa suma ortogonal de cual- 
quier subespacio lineal suyo L y 3u complemento ortogonal L, es decir, 

E=LOL 

esosrracios Soa dim L = s, dim LA = m. Elijomos una baso 

orlonormalizada ey, . », €, del subespacio L y una base ortonorma- 
Tn del subespacio Lt. El sistema de vectores y. » 
. Tn es ortonormalízado y. por lo tanto, linealmente 


istoma no es la base de E, so le puede complementar hasta 
ue se obtenga la baso ortonormalizada de E. Sea e uno de los vectoros 
complementarios. Es ortogonal a los vectores ey, . . » €», Por lo cual 
e LL, es decir, e € L+. Pero, por otra parte, ol vector e es ortogonal 
a los vectores y, - - » Fm y. Por ende, e L LÈ Así pues, el vector € 
simultánoomonte pertenece a L2 y os ortogonal a L+. Por consiguien- 
te, e = 0, lo que demuestra la afirmación del teorema. 

La descomposición de un espacio en una Suma ortogonal de sus 
subespacios permite realizar eficazmente muchas Investigaciones. 
Hustrémoslo con el ejemplo siguiente. 

Eliamos un espacio euclideo Æ y examinemos en él un sistema 
fijado de vectores Zy, y». > « Ta- Si el rango de esto sistema es igual 
a la dimensión de Ë, entonces, evidentemente, el único vector de £. 
ortogonal a todos los vectores del sistema dado, será el vector nulo: 
Tiono lugar también el lema inverso: 

Lema 32 St en el espacio euclideo E se ha dado cierto sistema de 
vectores Zy, Za. > -» Za Y SL el único vector de E, ortogonal a estos vecto- 
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res, es nulo, entonces el rango del sistema equivale a la dimensión de E. 

DEMOSTRACION. Designemos con Z la cápsula lineal del sistema de 
vectores z, Zas.» Za. Todo vector, ortogonal a los vectores dados, 
es ortogonal a L, es decir, pertenece al complemento ortogonal de 
L+. Do acuerdo con la hipótesis del lema, el subespacio L1 sólo cons- 


ta de un vector nulo, Puesto que E = L @ Lè, de aquí se deduce 
que la dimensión de L coincide con la de E, Mas, la dimensión de £ 
es igual al rango del sistema de vectores z, zy, 
quoda demostrado. 


Za: El loma 


leguia dos recon 
i taa Sa da a, especia 
‘prodca escalar de 'Yecir de un eapacio 
a mean e a 
AAA Pe is mipan Malio 

során ortogonales ianbiéa las cápsulas lineales: 


Talarscción de dos subespacios ortogonales sólo 


0 3 
Utani m ab pl, 
U A ant m È + eë. 


Haremos extender, abora, las 
nociones de longitud, ángulo y distancia a los elementos del espacio 
euclideo. Realizándolo partiremos de la analogía con los espacios de 
segmentos dirigidos. 
So llama longitud | z | del vector z en el esparto euclideo Æ la 
magnitud. 
l= +s 90. 


Bgg Paperi tiene su ap De acuerdo pre el Sus axioma 
i), dat es pos vectores mo nulos y os igual a ceo, 
C o e S istai 


Daj=Gr, Ar (a, 21 at 
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demuestra la posibilidad de sacar la magnitud absoluta del factor 
numérico A fuera del signo de la longitud del vector, Como se ha 
indicado anteriormento, el vector no nulo puede ser normelizado, es 
decir, puede ser multiplicado por un número tal que la longitud del 
vector resultante se haga igual a la unidad. 

Se llama ángulo (2, y) formado por los vectores no nulos z, y dol 
espacio euclideo E aquel que se define por las correlaciones. 


costa, =P. O (e <a 


Si entre los vectores z, y existo al menos uno no nulo, el ángulo for- 
mado por tales vectores se considera . 

La ¡dad de Cauchy—Buniakovski permite afirmar que la 
expresión, llamada coseno del ángulo entre vectores, no es superior, + 
en modulo, a la unidad. Por ello el ángulo formado por cualesquiera 
vectores mo mulos está siempre definido y, además, univocamente. 
Este ángulo no se altera cuando los vectores se multiplican por 
cualesquiera números positivos y, conforme al teorema 27.2, es 
igual a 0 ó n si, y sólo si, los vectores no nulos son colineales. Todo 
esto concuerda plonamente con la noción de ángulo formado por 
segmentos dirigidos, 

Elijamos dos voctores no nulos z, y. Teniendo presente la analogin 

ú'egmontos dirigidos, consideraremos x, y como dos do Jos lados 

triángulo. Como tercer lado del triangulo resulta natural 
el vector z — y. Al hacer uso de la dofinición de longitud de 
un vector y do ángulo entro los vectores, hallamos 
la=yl=—92-y=(2,2)—2(2 y) +4) 
=izP+ lyp- 2izily ieot y) (094) 

Hemos probado, pues, que en el espacio ouclidoo el cuadrado de 
ln longitud de cualquier lado de un trióngulo es igual a la suma de 
cuadrados do las longitudes de sus otros dos lados menos el producto 
duplicado de las longitudes de estos lados por el coseno del angulo 
entro ellos. 

Si el triángulo es rectángulo, es decir, si el ángulo formado por 
los vectores z. y es recto, ontonces, evidentemente, 

AS 0.2) 

Esto no es otra cosa que la expresión formal del teorema conocido 
de Pitágoras. 

Considoremos de nuevo un triángulo rectángulo. Puesto que el 
coseno dal ángulo formado por los vectores ao sobrepasa en módulo 
la unidad, entonces, de (29.1) proviene que 

yl (zi ly 
yr rl y 
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o bien 
lay I<Izi+tyh (29.3) 
ly l> 121 1y 1 

De esto modo, en el espacio euclideo la longitud del lado de un 
triángulo no es superior a la suma de longitudes de otros dos lados, 

Pero no es inferior a la diferencia entre sus longitudes. 

Se llama distancia p (z, y) entre los vectores, z, y de un espacio 
euclideo la magnitud 


peels a4) 
Esta magnitud satisface tres propiedades naturales de la distancia 
entro los vectores (len la interpretación puntual!) en los espacios de 
segmentos dirigidos. A saber, para cualesquiera vectores x, y, £ de 
un espacio euclidoo 

Do do 2), 

D pir, >, si zy; plr, 0 si roy (95) 

3) plz, <p la, +p, 9). 

Las primeras dos propiedades son obvias, La última propiedad no 
as otra cosa que la generalización de la conocida «desigualdad tri- 
angular», La validez de la propiedad 3 se desprendo do la primera 

dad (29.3), si z o y se sustituyen por z — 30 y — z, respocti- 
vamente 

Se llama distancia p (A, B) entre los conjuntos A, B de vectores 
do un mismo espacio la magnitud 


ROS 


En conclusión homos de notar la siguiento circunstancia, Supon- 
fumes que on el espacio euclideo E se ha fijado una baso ortonorma- 
lizada er €» -s e» Para cualesquiera dos vectores 2, y, dados mes 
dianto sus coordenadas” 

aalan an ah y= (Bo Be o BD 


respecto de esta base, tendremos, de acuerdo con (28.3), 


mora +a". 


Por consiguiente, 


A a a 


La analogía total con las fórmulas (25.4), (25.5) es ovidonte. 

De este modo, las nociones introducidas de longitud, ángulo y 
distancia concuerdan enteramente con las nociones análogas en el 
espacio de segmentos dirigidos. 


proyección 
Antes de extender las nociones de 
oblicua, perpendicular y proyección a los éspacios ouclídeos abstrac- 
l conldetarámoslas en un espaci 
de segmentos dirigidos. y 
Sea dado un plano L. Desde un 
punto" AY tracemos una perpendicular 
Ri plano y desiguemos coa Mz su hase 
(lg. 30.1). Con al lo de comunicar 
fE roblara una Interpretación vecto. — /0——%, 
tial, olijamos en el plano L un punto 
9 y consideremos el espacio Va de 
montos dirigidos sujetados al punto Ô. PET 
El plano L forma un subespacio, por 
lo chal Ta construcción de la perpendicular bajada desdo el punto Af 


jl espacio. 


al plano L se reduce a la descomposición del vector OM 
on la soma 


OM = OM, + M,A, (80.1) 
donde ÖM: € L y MiM L L. De los razonamientos geométricos se 
ve quel descomposición (30-1) oxiste siempre y es única, 

¡Y ejemplo examinado sugiere cómo, en el caso goneral, debo 
plantearse el problema sobre una perpendicular. Supongamos que en 
Sl espacio euclídeo E so ha fijado cierto subespacio Z. Tomemos un 
vector arbitrario f de Æ e investiguemos la posibilidad de su des- 
composición en la suma 


Ieth wg 
dondo g€L y ALL. 

Con esie problema ya nos encontramos anteriormente. Efectiva- 
mente, la condición A.L L es equ nte a la condición h € Li. 
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Do acuerdo con el teorema 28.2, ol espacio euclideo Æ es la suma 
directa de los subespacios Z y 1. Por esta razón, la descomposición 
(30.2) siempre existe y es única 

AL tomar en consideración la analogía con la descomposición 
(60.1), el vector g en la descomposición (30.2) so llamará proyección 
del veses f obre el subespacio Li Ar perpendicular trazada denie al 
vector f al subespacio L; el propio vector /, linea oblicua al subespacio Lu 

So sabe que en la geometría elemental la longitud de una per- 
pendicular nunca supera la longitud de una línea oblicua. Una situación 
análoga tione lugar también en el espacio ouclídeo, Los vectores 
E, h on la descomposición (30.2) son ortogonales. Por ello, de acuerdo 
con el teorema de Pitágoras, 


AS 
de dondo se deduco quo 


ISI 


Está claro que la longitud do la perpendiealar / al subespacio Z 
quivalo a la longitud de la línea oblicua f al mismo subespacio 
cuando, y sólo cuando, / 1 L. 

“Al problema sobre la perpendicular se le puede dar también otra 
interpretación. Considoraremos otra vez un vector arbitrario f do £. 
Esto vector n forzosamente al subespacio L. Por con 
uiente, se puede plantear el problema sobre la ubicación en [ do 
un vector cuya disposición fuera más próxima a / en el sentido de la 
distancia introducida anteriormente. 

Tomemos un vector arbitrario z de L. Al sustraerlo de ambos 
miembros de la igualdad (30.2) obtendremos 


f-i=—-3+h 


de acuerdo con 


W=osP=18-<P+ihb 


lH-:12% 
con la particularidad de que la igualdad es verídica cuando, y sólo 
cuando, z = g. 
Así puos, de todos los vectores del subespacio L la proyección 
del vector f sobre L es la más próxima al vector f. Esto es testimonio 


de que 
“PU, L) = p 0, ee 


o e 
Ar 
A teen 
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dad de Cauchy—Buniakovski y la descomposición (30.2), hallamos 
ua „utha a cie 
et deire a r 


Es evidente que esta desigualdad se convierte en una igualdad cuan- 
do, y sólo cuando, los vectores s y g forman un ángulo nulo. 

Do esto modo, el ángulo entre el vector f y el subespacio L coin- 
cide con el ángulo formado por el vector / y la proyección do éste 
sobre ol subespacio L. 

Las propiedades citado que poseo la perpedicnlr y la provee 
ción reflejan el aspecto geométrico do estas nociones. Ahora conside- 
Tarémoslas desde el punto de vista algobraico. Con el subespacio Z 
fijado, todo vector / del espacio ouclídeo E defino unívocamento 
respecto de L sus dos componentes. Por consiguiente, se puede con- 
siderar que la descomposición (30.2) prefija dos funciones 


a pr 

h= ortale 

Como «argumento» de la función puedo figurar cualquier vector de 

Ga eoma Salora de a tuncin prag lr un vesto deL cono loro 

do la función ortz f, un vector de LA. 

En vista de la correlación (L2) = L, la perpendicular y la pro~ 
yocción están ligadas mediante las igualdad: 

Pra mort de 

orte pgs le 


(30.3) 


Por ello, ol estudio de estas funciones siempro se reduce, do hecho, 
al estudio de una de ellas. 
“Tomemos dos vectores arbitrarios z, y de E. Conforme a la des» 

composición (30.2), se tiene 

z= pri z + orts £, (30.4) 

y= prey + ortay 
Al sumar estas igualdades termino a término y al multiplicar la 
primera de ellas por un número real artibrario A, obtenemos 

z4 y= (pr 4 pra Y) + (orta 2 + orta y) 
Az = Q pre 1) + Corte 2). 

Por comprobación inmediata nos convencemos de que los vectores 
dentro del primer paréntesis pertenecen a L, mientras quo los ence- 


trados dentro del segundo parentesis son perpendiculares a L, Debido 
a la unicidad de las descomposiciones del tipo (30.2) esto significa 
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de las siguientes correlaciones 
PEL) Pr 2H Pa Y 


perhaps 0 
para la función prz y, por supuesto, de las correlaciones análogas 
om (4) mort bora 
ort, (hz) =h ortez ani 


a la función ortz. Aquí tiene lugar una completa coincidencia de 
Jas fórmulas (25.9) y (30.5) 

Observemos que ort, z = 0 para todo vector z do L. Por eso, de 
la primera Igualdad (30.5) se deduce que 


orty (z +3) = ortz (2). 


sI valor de la función ort no se altora, 


Por consiguiente, 
vector del subespacio Z. En 


mento se adiciona cualq 
si tomamos z = —pr; 7, 
tenemos 


Uno correlación análoga teno lugar también para la proyección. 
A sabor, 
prs (pre 2) = pre 2 (30.8) 


Supongamos que ol subespacio L es la suma ortogonal de los 
subespacios L, y Ly. Elijamos un vector arbitrario z de £ y represon- 
tómoslo en forma de la suma 

2 (pra, 24 pri) + (2 ptis 2 Pia 2). 
El voctor dentro del primer paréntesis perteneco, ovidentomonto, al 
@ La. El vector dentro del segundo paréntesis es orto- 
Ly, de lo que es fácil convencerso transformándolo con 
jas correlaciones (30.4) del modo siguiente 


is E pruzeo = pri z= orty = prz (30.9) 
Concluimos, a partir de lo dicho, que 
AS 


Una perpendicular bajada desde el vector z sobre el subospa 
Li @ L; es igual a una de las expresiones (30.9). Si, en particular, 
z1 Ly entonces 


ortir T= ortig T- (30.40) 
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Efercclos. 
¿Mode Jugar en a espacio euclideo ol análogo dl teorema sobro lor 
laca quel suma de des dngales, formados por el vostor / y ls 
Ly Lis gl W2. 

ria ia prieta proyuccón del vector otros bsp 
ae De qu gr ls spain Moo Za, La y para lg 


Mus =H 


A e 
A p aaa 


tros 


meS meat 


$ 31. Isomorfismo euclídeo 


En el transcurso de nuestras in- 
vestigaciones ya hemos observado, más de una voz, que las propieda- 
dos de un espacio euclídeo abstracto coinciden con las do los espacios 
do segmentos dirigidos. Se podría continuar extendiondo los hechos 
y tooromas de la geomotría elemental al espacio cuclídeo, Sin ombar- 
go. no hay necesidad en esto. 

Introduzcamos la noción de isomorfismo euclideo. Díremos que 
Jos espatios euclidaos Æ y Æ” son isomorfos según Euclides, sí son 
somortos como espacios lineales reales y, además, para todo par de 
stars z, y de E y los vectores correspondientes 2, y' do En vori- 
fica la igualdad 

(z D= (2, y). 

TEOREMA 113. Para que dos espacios euelideos sean Ssomorfos según 
Euclides. en necesario y vaficinte que sun iguales, qu dimensionat, 

DEMOSTRACION. Si dos espacios euclídeos £ y E” son isomorfos 
según Euclides, serán isomorfos también como espacios reales line- 
alos, Pero, los espacios lineales de tal fudolo son de igual dimensión. 

Consideraremos ahora dos espacios ouclideos Æ y Æ' do una mi 
ma dimensión n. Sea en, es,- ..» €, la baso ortonormalizada en £ 
Y sea ejs ep, <a €h la baso otronormalizada on Æ”. A todo vector 

Z= agt, dd a 
del espacio E ponemos en correspondencia el vector 
att 


del espacio £’. De acuerdo con lo demostrado anteriormente, esta 
correspondencia representa un isomorfismo. Tomemos 
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par de voctores correspondientes de E y £" 


Según (28.3) tenemos 
(e, p) = ar aBa Hooo H aBa (2, y). 
El teorema queda demostrado. 

Nos interesan siempre sólo aquellas propiedades de los espacios 
lineales que son consecuencias de las operaciones fundamentales que 
actúan en los espacios. Desde esto punto de vista los espacios igomor- 
Jos según Euclides tienen propiedades iguales. Por ello, cualquier 
teorema geomátrico, demostrado para el espacio Va, será verídico 
también on cualquier subespacio tridimensional del espacio euclídoo. 
Por consiguiente, será válido también en todo espacio euclideo. Por 
supuesto, como espacio euclideo tipo puede servir el espacio aritmé- 
tico R, con un producto escalar introducido conforme a (27.2). 


Efercielos. 


cn rca eon eaae uy a 
A ma porpendscvlat y una proyeèción, Topot- 


$32. Espacio unitario 
Los concep 


mentales han sido extendidos sólo a los espacios lineales reale 
Resultados análogos tienen lugar también on un espacio lineal com- 


plejo. 

El espacio lineal complejo Ų se denomina unitario, si a todo par 
A e ai iaai 
complejo (z, y), llamado producto escalar, con la particularidad de 
que se cumplen los siguientes axiomas: 

a fa p mN 

e y) = A (z, y), 

ERA r), 

4) (z, 7) > 0 cuando z 0; (0, 0) = 0 
a unos F ai arbitrarios z, y, 2 de U y un número complejo 
S cian DaRi S 
o e ara 
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consigo distinciones profundas, sin embargo no se debe olvidarla. 

Aai por ejemplo, sí en un espacio euclideo tiene lugar la igualdad 

(EAI = A CE, e el altas vercar la gil (2 A) = 
de, Ye 

En el espacio unitario U se pueden introducir algunos conceptos 

patio, AT igual que en el caso real, amenos longitud del vetar 

ja magniti 


kiste 3%, 
Todo vector no nulo tiene una longitud positiva, la longitud de un 
vector nulo es igual a cero. Para paoter pik derg aah la 
corrolación 
Pzl=/A 112) 
Es válida también la desigualdad de Cauciry—Buniokovski 
Hes p) P< (e, 3. 


La demostración se lleva a cabo siguiendo el mismo esquema que 
A Ria 
acio unitario el cono lo entre los vectores, 
T e iotrodace Se comsldura oclamenta el 2 
xtogonales. Al igual que en l caso real, 
ncia al cumplimiento de la igualdad 
meo 


Es evidento que (y, 2) = (E7 y) = 0. 
santi todt de boaria dai 


jinada más 
espacio unitario sin que cambien las definicio- 
s generales de las demostraciones. 

espacio unitario puedo servir el espacio aritmético 
Cp, Siempre que para los vectores 


z= lanan a) 
u=Bubr o Ba) 
el producto escalar se introduzca de la manera siguiente: 


mplo de este espacio se muestra fácilmente la-signific 
jugación compleja on el primer axiom». Si en el espaci 
introdujéramos el producto escalar según la fórmula (27. 
ces, en el espacio Cy, por ejemplo, para el vector 


z= (3, 4, 59 
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tendríamos 
le, 2) =9 +16 + 235P =0. 
El cuarto axioma, que es muy importante, resultaría incumplido, 


ES 

San A 

qa dni GP- aut e dea 

AAN escalar sn intzoduon de ameno 

cn e cs A a de a a ong 

$0. lineal y sistemas 
Dependencia Moeal y 


Ya hemos visto en el $22 quo la 
indopondoncin lincal de un sistema de vectores de una base puedo 
porturbarso como resultado de pequeñas alteraciones on los mismos 
Vectores. Esto fonómeno conduce a complicaciones bastante grandes 
ando o! concepto de base se emplea on la resolución do los proble, 
mas prácticos. No obstante, conviene subrayar que no todas las basos 
poscon esta desfavorable propiedad. En particular, no la tiene nin- 
guna baso ortonormalizada. 

Supongamos que oa un espacio ouclídeo o en 
so ha olegido una base ortonormalizada arbitraria 
Si para cierto vector b tiene lugar la descomposición 


espacio unitario 


ed aen 
entonces, sogún (28.4) A 
Pr 2, il. (33.4) 
Examinaremos ahora el sistema de vectores €, + 85, 6g + fp... 
€n + En Y Supondremos que el sistema es linealmente depen: 


dionto. Esto signífica que existen tales números fa, Ba,» -, Ba, no 
nulos a la vez, que 


E, trlete)=0 
Do aquí so desprende que 
2,Pe=—2, Bite 
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Al hacer uso de la igualdad (33.1) y desigualdad (27.6), tenemos 
AS 

<È, Ibal e SÈ, W) È ts 


Comparando los miembros primero y segundo de las correlaciones 
obtenidas, Iegamos a la conclusión que 


Y, lepas. 
De oste modo, lo desigualdad obtenida significa quo al cumplirso 
la condición 
3er 
È erca, (83.2) 
ol sistoma de vectores 
ataten. En tta 


soró, a ciencia cierta, linealmente independiente. 

La peculiaridad de los sistemas ortonormalizados que acabamos de 
indicar ha determinado el amplio uso de estos sistemas en la construcción 
de los más diversos algoritmos de cómputo relacionados con la descompost- 
ción según la base. 


Ejercielos. 


> gn Lar 


Pros cual valor de £ ol sistema ay, 2 «+ sa © linealmente indepen 


CAPITULO 4 VOLUMEN DEL SISTEMA 
DE VECTORES 
EN UN ESPACIO LINEAL 


$34. Productos vectorial y mixto 


Do nuevo comencemos nuestras 
investigaciones por un espacio de segmentos dirigidos. Suponemos, 
como siempre, que se ha fijado cierto sistema rectangular cartesiano, 
do coordenadas cuyo origen se ubica en O y la bas es i, f, ka 

Tros vectores so denominan terne, sí se ha indicado cuál de ostos 
vectores es ol primero, ouál es ol segundo y cuál el tercero, Al inscribir 
vna tarna do vectores, dispondremos los propios vectores de izquierda 
a derocha on el ordon de seguimiento. 

Una terna de vectores no a, b, e so lama derecha (ts 
gide) al dichas vector so disponen ral que Jos dedos polgar, 
Todien o debido y del ocnda, upon, de a ano drache 

izquierda). 

Do cualesquiera tres vectores no coplanares a, 
Ponar las siguientes sols tornas 


abe, bea, cab, bac, acb, cda. 


Las primeras tros ternas son de la misma denominación que la torna 

abe, las demás tornas son de denominación contraria. Cobo notar 
¡ue si en una torna se cambian de lugares cualesquiera dos vectores, 
licha terna cambiará su donominación. 

Un sistema de coordenadas, afín o cartesiano, se lamn derecho 
(ura), si los vectra básicos forman una taraa derocha (izquier- 

[asta ol presente momento nuestras investigaciones no 
do la denominación que tenía la base dol sister 
Ahora on las investigaciones aparecerán ciertas diferencie 
eso que para coneratar consideraremos en lo sucesivo solamente sisto- 
mas de coordenadas derechos. 

Soan dados dos vectores no colineales a, b. Pondremos en corres- 
pondencia a estos vectores el tercer vector e que satisfaga las siguien- 
tas condiciones: 

1) ol vector e es ortogonal a cada uno de los vectores a, b, 

2) la terna abe es derecha, 


e so pueden com- 
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3) la longitud del vector c es igual numéricamente al área S del 
paralelogramo construido en los vectores a, b, reducidos a un origen 
común, Si los vectores a, 5 son colinsales, a tal par de vectores lo 
pondremos en correspondencia el vector nulo. 

La correspondencia construida es una operación algebrálea en el 
espacio Vy. Se llama multiplicación vectorial de los vectores a, b y se 
indica con el símbolo 


e“ 


al. 


Consideremos los vectores básicos 4, J, k. Por definición del pro- 
ducto vectorial tendremos 


ll, A= 0, f=k h=- 
ES UA=0 hasi (40 
ik, A = fy kj =i, Uk K = 0. 


Do estas correlaciones se deduce, en particular, que la operación 
del producto vectorial no es commutativa 


aplicados a un punto 
los vérti- 


Sean dados tres vectores arbitrarios a, b, e. Si a se multipli 
vectorialmonte ala derecha por ò y luego el vector la, bÌ so multipli 
escalarimente por e, el número que se obtiene (la, b, c) se llama pro- 
ducto mizto de los vectores a, b. €. 
teonexa mi Un producto mizto (la, b), e) es igual al volumen 
orientado del paralelepipedo construido sobre los vectores a, b, c reducidos 
a un origen común. 
DEMOSTRACIÓN. Sin restringir la generalidad podemos considerar 
que los vectores a, no son colineales, puesto que en el caso contrario 
la, bì = O y la afirmación del teorema resulta evidente. Sea, como 
antes, S el Área del paralelogramo construido sobre los vectores a, b. 
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Conforme a (26.4) so tiene 
(la, Bl, e) = Jla, b] | (prior €} = S (prasy e}. (34.2) 
Supongamos que los vectores a, b, e son no coplanares. Entonces, 
(ori "altura A del parnlelopipedo 
trasladados al origen común, a 
condición de que de base sirvo el paralelogramo construido sobro los 
vectores a, b (fig. 34.1). De este modo, el 
laa Segundo membre de PAS) es Igual, salvo 


Eg el signo, al volumen del paralelepípodo 


construido sobre los vectores a, b, c, 
Evidentemente, (pres c} = +h, si los 

y £ so disponen por un lado 

respecto al' plano definido por los vectores 
a >. Mas, en esto caso, la terna abc también 
es derecha. En el caso contrario (pr(a.31c)== 

Si. Jos vectores abe son coplanares, 

entonces c se di n el plano definido 


Pig Md 


jispor 
por los vectores a, b por lo cual (Pre) = O. El teorema queda 
demostrado. 
due noano. Para cualesquiera tres vectores a, by e se verifica la corre- 


dle, b), e) = (a, lb, e (54) 

piedad de simetría del producto escalar 
fa m (ib, eh, a)» pur lo cul Banta señalar quò 
Mas, la última igualdad es ovident 
as abe y dea son de una misma denominación y a ol 
corresponda un mismo paralolepípedo. 

n eornslación (80) permite realizar con gran acc a 1 

Ugacones algebraicas. Domostremas pr 


Da fropiudad 4 proviene de forma evidente dela deinicón. 
Con el fin de demostrar las propiedades restantes, haremos uso del 
echo que los vectores zo y son iguales entro sí cuando,y sólo cuando, 


E, d= y 4 
para todo vector d. 
Son d un vector arbitrario. Las ternas abd y bad son de diferentas 
denominaciones. Por consiguiente, en virtud del teorema 34.1 y las 
Propiedades del producto escalar, concluimos que 


(le, b), d) = — (lb, al, & = (— ib, al, d) 
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Como d es un vector arbitrario, esto es un indicio de que la, b] = 
= — [5, al y la primera propiedad queda demostrada. 

Para demostrar las propiedades segunda y tercera procedemos de 
manera análoga, tomando en consideración, además, la correlación 
(34.3). Tonemos 


lla, bl, d) = (aa, 16, dl) = a (a, 15, dl) = 
= a (lab), d) = (a la, dl, dhe 
lo que significa la validez de la propiedad 2. Luego, 
(a +b, el, d) = (a + b, le, dh) = (a, le, dl) + (0, le, dh) = 
= (a, el, d) + (b, cl, d) = (la, e) + lb, cl, 0) 
AA 
la, ab) = — lab, a] = ~a fb, a) = a la, b), 
la, b + el = — lb + e, al = — lb, al — le, al = la, b) + la, el- 
Ahora podemos investigar las propiedades algobraicas do un 
volumen orientado considerándolo como una función definida 


Jas tornas de vectores. Sea, por ejemplo, ol voctor a una combinación 
lineal de ciertos vectores a', a”. En este caso 


(laa + pa”, Bl, e) = (a la’, DI +p la”, b), c) = 
= a (la, b), €) + P la”, bl, e 


Por consiguiente, 
Vo (aa + Ba”, b, c) = aV (a', b, e) + BV# (a", b, c) 
para cualesquiera vectores a”, a” y números reales a, $. 

Cuando dos argumentos se cambian de lugar, ol volumen orien- 
tado sólo cambia de signo, a consecuencia de lo cual la propiedad 
análoga roferonte a la combinación linoa) os verídica para cada argu- 
mento. Teniendo presente precisamente esta propiedad, diremos que 
ol volumen orientado fopresenta en sí una función lineal respecto do 
todo argumento. 

Si los vectores abe son linealmente dependientes, serán coplana- 
os y, por ende, el volumon orientado en el caso dado es igual a cero. 
Luego, al tomar en consideración las correlaciones (34.1) hallamos que 

VE (i fa k) = (li, jl, IES 

Así pues, podemos concluir que el volumen orientado posee, on 
su calidad de función, las siguientes propiedades: 

A) el volumen orientado es una función lineal 

respecto de todo argumento, 
B) ol volumen orientado es igual a cero en todos 
los sistemas linealmente dependientes, (4) 
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C) el volumen orientado es igual a la unidad al 

monos en un sistema ortonormalizado fijado 
de vectores. 

Por supuesto, estamos lejos de haber enunciado todas las pro- 
piedades del volumen orientado. Las propiedades destacadas en 
434.4), como también las otras, pueden establecerse con facilida 
sl se conoce la expresión explícita de los productos vectorial y mixto 
en términos de las coordenadas de los vectores a, b, €. 

Teona M2. Si los vectores a, b están dados mediante sus coorde- 
nadas rectangulares cartesianas 


a = (zi Ys de 
b= (Za Ya hh 
el producto vectorial tendrá las coordenadas siguientes: 
la, D) = (ite — aiy Bita — Fati Baya — aani) (84) 
vrscosrración. Teniendo en cuenta que las coordenadas de los 
vectores prefijados determinan las descomposiciones. 


amanit y + ik, 
bm zi +y + zaks 


y Am elo, da ll Jl ls 
+ ža lfe A H yaya la jl H A 
+ ta k 1) + zva (k, j) + 2 Uk, Al 
La validez de la afirmación del teorema so desprende ahora de la 
correla (34.1). 

Conoramo. Si el vector e etá dado también mediante las coordenadas 
Zn Ya # en el mismo sistema cartesiano, entonces 
la, Dl, 6) = zipata + zado + Banita — 

Zat — ita — shie A) 

La introducción del volumen orientado y la investigación de sus 
propiedades algebraicas permiten llegar a deducciones de importan- 
cia referentes a la longitud, el área y el volumen. 

Observemos que las beses derechas e izquierdas determinan la 
partición del conjunto de todas las bases del espacio en dos clases. 
La propia denominación «derechas e izquierdas» no lleva ningún 
sentido profundo, sino que está relacionada con un método cómodo 

destinguir la clase a que pertenece tal o cual base, A estas dos 


para 
clases está ligado, on esencia, el propio concepto de volumen orien- 
tado. 
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Con hechos de tal índole ya nos hemos encontrado. Todas las 
bases en una recta se pueden dividir también en dos clases, reunien- 
do en una clase los vectores dirigidos hacia un mismo lado. En esto 
caso resulta que la magnitud de un segmento dirigido es un análogo 
completo del volumen orientado, siempre que ambos conceptos se 
consideren como funciones de fos sistemas de vectores. La propiec y] 


sistema rectangular cartesiano de coordenadas Ozy. Completámoslo 
hasta obtener el sistema derecho de coordenadas Ozyz en el espacio. 
Prestemos ateución a que según sea la disposición do los ojos Oz 
y Oy, el ojo Oz pueda tener una de las dos direcciones posibles, Esto 
también determina la partición del conjunto de las bases do un plano 
on dos clases. El área orientada S* (a, 5) del paralelogramo, cons- 
Kruido sobre los vectores a, b en el plano Ozy, puede ser dolinida, 
por ejemplo, modianto la igualdad S= (a, b) = V2 (a, b, k). Natural- 
mente, las propiedades A, B, C subsisten en este caso tambió 

Do esto ¡tribuyendo a las longitudes, las áreas y los volá- 
menes ciertos signos y considerando dichos conceptos como funciones 
definidas en los sistemas de vectores, podemos conseguir que todas 
ptas fopolnes tangan ls miss propiedades algubaias A, B, c 

le (34.4). 


Ejercicios. 


1. Demuéstrese que los vectores a, b, e son coplanares cuaodo, y sólo 
cuando, su producto mixto es igual acero. 
2 'Demulairese que para cualesquiera tros vectores a, b, c so verifica la 


correlación 
la, lb, Il = (e, e) b — (a, b), 


yya Peatair que le multiplicación vectra es na operación asocia 


Fs erp dl ás rota do va paralslogtumo ot uainar 
do is Corienads Creamos de veros an un Ple e 

E te malos GASI Gh: A a ga de coordonmdan, 
a SS basa 


El 


$ 35. Volumen y volumen orientado 
del sistema de vectores. 


En los espacios lineales de sog- 
tos dirigidos ol área y el volumen son las nociones que se derivan 


1 espacio euclídeo abstracto. Ahora examinemos un 
problema enálogo en relación al área y al volumen. 
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Supongamos que en un plano están dados dos vectores no coli- 

neales z,, z, Construyamos sobre estos vectores un paralelogramo, 

tomando por base el vector z, (fig. 35.1). Empleando el extremo del 

vector z, como punto de partida, tracemos la perpendicular A a la 

Baso, El área S (29) del paralelogramo so expresará modianto ln 

Siae nih (854) 

Designaremos con La el subespacio nulo y con £,, la cápsula linea? 
construida sobre el vector z,. Puesto que 
Ial= lortuz], 

la fórmula (35.1) puedo ser escrita en la forma siguiente: 
S (en sa) e lortuz] lorti zal- (85.2) 


Luego, tomemos en el espacio tes vectores no coplanares 7,2 2 
Construyamos un paralelepipedo sobre estos vectores, tomando por 


Ji 


Fig. 35, OED 


baso ol paralelogramo formado por los vectores zyz (fig. 35.2). Desdo 
al extremo del vector z, tracemos sobre la base 1a perpendicular 
El volumen Y (21, z4, z4) del paralelepípedo se expresará medianto 
fórmula 
V (a 24 2) = S (2 2) 1h La 
Al designar con La la cápsula lineal construída sobre los vectores. 
Zu Zan tendremos, conforme a (38.2). 
F (ën 3a 2) = ortiz Jortz 2 lotto, ol. 
este modo, la longitud del vector, el área del paralelogramo 
y el volumen del paralelopípedo en los espacios lineales V,, Va, Va 
So expresan mediante las fórmulas en las cuales no es dificil des: 
cubrir cierta regularidad: 
Iz= Jort zil, 
S (2 2) = lortu z| lorti, Zal 653 
V (Zis Za 24) = ortra z4] lorte, za] ortza 2al- 
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En particular, en 
dimensión del espacio. 

"Estas fórmulas dictan cómo so debe introducir el concepto de 
volumen en un espacio euclideo Æ, de dimensión n. Supongamos que 
$n En se ha dado un sistema arbitrario de vectores 3y, Ey ++ 1 Zar 
Designemos con La el subespacio nulo y con La, la Cápsula lineal 
formada por los vectores 2, . ... zy, Entonces, por analogía con 
los espacios de segmentos dirigidos diremos que: 

So llama volumen V (zx.  -, z.) del sistema de vectores zy zy, 
+: <s Z, del espacio ouclideo £s el valor que toma en osto sistema una 
función real que depende de n argumentos vectoriales do E, y está 
dofinida del modo siguiente: 


caso el número de factores coincido con la 


Vlen Fi o En) = [h ortig ol (85.4) 


Naturalmento, por ahora no podemos afirmar que el volume 
un sistema do vectores poses todas las propiedades que son propi 
precisamonto al volumen para cualquier valor de n. Pero, para los 
apacios sucios de dimensiones 12, 3. ropecivamento, on virtud 
dol isomorfismo ouclídeo y las correlaciones (35.3), ol volumon tiono, 
a ciencia cierta, las mismas propiedades que la longitud de un 
segmento, el ároa de un paralelogramo y el volumen de un paralelo- 
Pípodo. respectivamente. 

Veamos ahora un acceso algo más diforento al concepto de volu- 
men de un sistema de vectores del aspacio ouclídeo £n. Como ya se 
ha indicado, la atribución de determinados signos transforma la 
longitud, ol área y el volumen en funciones algebraicas con ciertas 
propiedades comunes. Por esta razón podomos esporar quo la analogía 
correspondiente tonga lugar también en un espacio euclídoo arbitra- 
rio. Teniendo presente precisamente esta analogía, daremos a cono- 
cor la siguiente definición: 

Se llama volumen orientado V* (z,. z, £,) del sistema de vectores 

Zn del espacio euclideo ir que toma on esto 
inción real que depende de argumentos vectoriales de En 
Poseo las propiedades (34.4). 
En esta definición tampoco todo está claro. 
existe o no ol volumen orientado para cualquier sistema de vectores 
ón un espacio euclideo arbitrario cuando n >> 4. Si incluso existo, 
sorá univoco ol modo en que lo definen las propiedades (34.4)? Por 
fin, ¿qué relación existe, en el caso general, entre el volumen y ol 
volumen orientado? Por ahora podemos responder solamante a la 
última pregunta y sólo en el caso en que n= 1, 2, 3. 

A veces tendremos que considerar el volumen y el volumen orie 
tado on el espacio E, para los sistemas que contienen menos que n 
vectores. Esto sorá ol indicio de que en realidad nos enfrentamos no 
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con todo el espacio, sino con un subespacio suyo en el cual se toma 
sl sistoma dado. Corespondientamento, ls propiedades (34,4) serán 
consideradas sóio respecto do los vectores del mismo subespacio. 
Puede surgir ls necesidad de considerar el volumen y el volumen 
orientado para unos sistemas gue contienen más que n vectores. Do 
conformidad con la fórmula (35.4) y la propiedad B de (34.4), ambas 
funciones en tales sistemas han de ser ii 
En conclusión observemos que el empleo de dos diferentes con- 
ceptos relacionados con el volumen permitirá simplificar, en grado 
considerablo, su investigación, puesto que un concepto refleja el 
aspecto geométrico del problema a resolver, mientras que el otro, 
el aspecto algebraico. Muy pronto so pondrá de manifiesto lo relación. 
existente entro ellos. Descubriremos, a continuación, que la impor- 
tancia que proviene do la introducción de estos concepts consisto, 
s en que ellos generan cierto aparato matemático cuya signifi- 
cación no se limita al problema de un volumen. 


Ejercicios, 


4. Depruésrase um espacio de segmentos dirigidos la longitud, 
aL rá y volume clado se delinen pora e LÍO de ua mods 
Meier uafroco el modo en que se definen los mismos concepto, sl s0 


Taa de Y 
e Donista qoy an lodo espacio enelidoo Y Gu sa) = 11:10) 
ando, y alo cuand, los veces y 2, dt or 

o amadas que en cular puto rachide Y (an 2) = Y (ra 0 


$96, Propiedades geométricas 

y algebraica del volumen 
La investigación del concepto de 
volumon on el espacio euclideo £, la empezamos con ol estudio do 
vin propiadades goomditicas y letras quo provienen do 1a defi- 

nicido. 

maraani Siempre V (zu Zo -s Z,)>0. La igualdad 
T in Vga anis y 2 minda, el iena 


amonte de 


ne M, za Poro, en tal caso, ort sZagı = O y el volumen de nuevo 
es igual a coro. 


Sas PROPIEDADES OBOMBTRICAS Y ALOESMAICAS DEL VOLUMEN 127 


Supongamos ahora que el volumen es igual a cero. Por definición 
esto significa que es igual a cero uno de los factores en el segundo 
miembro de (35-4). Sen £= k para esto factor, SÍ k = O, sa tiene 
z, = 0. En el caso de que ké Ô, la condición ort 1,331 = O signi- 
fica que ol vector zh; Pertenece a la cápsula lineal formada por los 

Za, es decir, el sistema Za, - -, Zag 4 8 linealmente 
Ex ambos casos todo el sistema de vectores 2,, 7 
, Z, sorá también linealmente dependiente. 
'FnobmmoaD 2 Para cualquier sistema de vectores Zy, 3y, > 
es válida la desigualdad de Hadamard 


-i 
<Ñ Itiel, (86.4) 


son la particularidad de que la igualdad tiene lugar cuando, y sólo 
Cuando, el sistema 2y, 2... Zn es ortogonal o contiene el vector nulo. 
Debido a ls propiedades gue pomen una porpondleular y un 
proyección, es válida, a ciencia cierta, la desigualdad 
Torta, S lte (36,2) 
dad de quo la desigualdad e convierto en na igual 
dad cuando, y sólo cuando, 2/4. o bie que es lo PA 
cuando al vector zra ea n aeaa e 


mos los productos de Jos miembros primero y segundo iis 
n (ES 20 sad E X 


i loriy rml < Jii Iml- 


Si todos los vectoros del sistema z4, Zy,» .. 2, son no nulos, esta 
desigualdad so convierte en una igualdad cuando, y sólo cuando, ol 
úsistoma es ortogonal. La presencia del vector nulo hace oL.caso trivial. 

De la desigualdad de Hadamard so pueden deducir unos cuantos 
corolarios útiles. Supongamos que el sistema z, Zp, + ++, Za 08t nor- 
malízado. En oste caso, evidentemente, 

Y (2 St 
Será cierta también Ia afirmación siguleto, Si el sitema z.. 2 
</-. Za está normalizado y su volumen es igual a la unidad, 
encantado pr de con el talones de lec: lr 
normalizado no es superior a la unidad, es testimonio de que entro 
todos los sistemas normalizados el sisiema ortonormalizado tiono 
el volumen máximo. 

PROPIEDAD 3. Para cualesquiera dos conjuntos ortogonales de vectores 
Hu Zn -+ +» Zp 0 Ya: Ya » - -+ Y se verifica la igualdad 
A Pi Yne y = 

Ern + 


Vien Zo + 


con la particulas 


ar p) V lo Vee + 9d 
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Designemos mediante L; una cápsula lineal formada por los pri- 
meros é vectores dol sistema unido Zj,- - - Zp, Va - ++ Yr Y mediante 
Ks, la cápsula lineal formada por los vectores yy. - - +» ye Por hipó- 
tesis, cada uuo de los vectores del sistema y, - - -, y, €S ortogonal a 
todos los vectores dol sistema z, . » -» Zp. Por osla razón — + 

Losi = Lp © Ky 
para cualquier valor de £ desde O hasta r. Ahora, al tomar on consi- 
doración la igualdad (30.10), tenemos 


Vien 0028 We << 99 [lt Cort 9 


19) Wo 


jasar a las Investigaciones ulteriores haremos una ob- 
sorvación, El volumen do un sistema o sxprosa sólo en términos de 
pondicularoa a las cápeos Hole armadas por ls vectors 
anteriores. Teniendo presente las propiedades de las perpendiculares, 
Se pedo deducir que el velamen del so alterará, sí à un 
vector cualquiera so lo añado una cor 
teriores, En particular, el volumen quedará intacto, 
lors ustituyo por una perpendicular trazada dende 
cualquier cápsula lineal formada por los vectores anteriores. 
PhorimoaD +. El volumen del sistema de vectores no se altera cual- 


Yo) 


-i Qi lortey: 


ttep, Zpen 
de voctores 


ON 

Ortepžpen Ortepžprs O Zen > 

son ortogonales dos a dos y, en virtud de la propiedad 3, tendremos 
Vln ess Toto Fpom 11er Zn V (Eis na 1) X 

XV (Otro Loss Ort, Tpn)-V (orte. Zpen 

Está claro que las cápsulas linealos de los vectores zy, . + «+ Zp, Zp4 1 

Epta Y Zis > > => Zp Zpen Zp4 1 COinciden y, por consiguiente, 

Vlan s-os Ipem Zoo +-+ Za) =V (As 2) Xx 

A (Ortepsa pe +++» Ftpya Ta). 


+ Ottepst da 


Fay Zah- 
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En vista del isomorfismo enclídeo, el volumen de uo sistema de 
dos vectores posee las mismas propiedades que el área de un paralelo- 
gramo. En particular, no depende del orden de los vectores del siste- 
ma. Comparando los primoros miembros de dos últimas igualdados, 
concluimos que 


Vf E os 

Un poco más tarde demostraremos que cualquier permute 
Zye Zip » ++ 2, de vectores del sistema zy, Z, - > + Za 
obtenida por la permutación consecutiva de los vectores contiguos. 
Por ello, la propiedad 4 para una permutación arbitraria so despronde 
del caso particular examinado. 

PROPIEDAD 5. El volumen de un sistema de vectores es una función 
absolutamente homogénea, es decir, 

V (Ei os Apo 2) m la (Y (Eio << pe 
para cualquier valor de 

Do acuerdo con la propiedad 4, no dismínuiremos la generalidad, 
si consideramos que p == n. Pero, en tal caso, al tomar en considera. 
ción (30.6), obtendremos 


+5) 


pe 
Ves y az.) = ( |], totay isa lorte,.., (ara) = 


m lal |] bortu tml jal Pru osos taoi 19) 


PROPIEDAD e El volumen de un sistema de vectores no cambia, ri a 
uno de los vectores del sistema se le añade una combinación lineni de 
todos los demás vectores. 

ndo de nuevo a la propiedad 4, podemos considerar que 
sector se lo agrega una combinación lineal de los vectores 
toriores. Pero, según se ha observado, en el caso dado ol volumon 


El volumen de un sistema de vectores 
función posee ciertas propiedades, una parte 
establecido. Se ha confirmado nuestra suposición de que el volumon 
del sistema de vectores, doterminado por nosotros 
euclideo, poseo todas las propiedades propias precisamente del volu- 
men para cualquier valor de n. Pero, lo más importante consiste, 
quizás, en que las propiedades establecidas definen el volumen de 
modo univoco. Más preciso es válido el 

Teonena 283 Si una función real F (Z4, T4, ..... 24), que depende 
de n argumentos vectoriales de En, posee las siguientes propiedades: 

A) no cambia, si a cualquier argumento se le añade cual- 

quiera combinación lineal de los argumentos restantes, 
B) ex absolutamente homogénea, (96.3) 
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C) es igual a la unidad para todos los sistemas ortonormalizados, 

entonces coincide con el volumen del sistema de vectores. 
ú"TisosRacion. Si entro los argumentos Zy, . .-, Z, Se tiene al 

menos uno que es nulo, ontonces, de conformidad con la propiedad B, 


TE En apon a) 0A 


Supongamos shora que el sistema y, Zp . - -, Za es arbitrario. AL 
“sustraer de todo vector z, su proyección sobre un subespacio formado 
por Jos vectores zy, > - -, Z-a Y teniendo presento la propiedad A, 
concluimos. que 

Flu Zas 000 Za) = Porta, 


Oleg das ++ +s Oten odo (36.5) 


Si el sistema Xy, Zy >» ++ Z4 68 linealmente dependiente, entonces 
entre los vectores ortz, £, 0 tiene por lo menos un vector nulo y 
la igualdad (36.4) también tiene Jugar. Supongamos que el sistema 
Z. Eu. «+; Xy es linealmente independiente; en esto caso todos los 
vectores del sistema 


Orbea 


serán no nulos, Como que dicho sistema es, además, ortogonal, existo 
ema ortonormalizado y, €s,  » -+ €, Para el cual 


ortegai l Ottey 20 o 
Dobido » la propiedad C, F (e, 
Por eso, de la propiedad B se desprende q 


an ees Orley 


ta me 


Pina soon do 1) P fere 


SV (En Za eoe Ze 


El teorema demostrado permite afirmar que si constraimos de 
tal o cual modo una función que posea las propiedades (36.3), enton- 
cos osta función será el volumen del sistema de vectores. 


Ejercielos. 

1, Establércso ol sentido geométrico de las propiedades 2, 3, 0 en os 
espacios de ng 

"E etilene ido pte de la agoaldad (36.5) en os espacios 


4 3 PROPIEDADES ALSEBRAICAS DEL VOLUMEN OIESNTAVO — (34 
poisas 
ii clas sy n 

E. ¿Qué cambiat, 
complais? 


Mo. Propiedades algebraicas 
m r ada 


Pasemos, ahora a lo juveni 
do las propiedades algebraicas del volumen orientado, de 
lado hasta 

baso de las investigaciones las condiciones A, 

PnoriEDAD i El volumi 
nulo, si dos vectores cualesquiera coinciden. 

Esta propiedad es un corolario directo de la condición B. Es 
fúcil demostrar que, cumpliéndose la condición A, la condición B 
y la propiedad emunciada 1 son equivalentes, 

Pnopimoan è El volumen orientado de un sistema de vectores cam- 
bia su signo, al cambiar de lugar dos vectores cualesquiera. 

La demostración os análoga para los vectores do toda clase, por 
lo que con el fin de simplificar las anotaciones nos lisitaremos al 
examen del caso cuando cambiamos de lugar los vectores primero y 
segundo. De acuerdo con la propiedad 1. 


Vb (B, + zp 2 + Im 2 


a 2) 0 


A 
Vai + tot Hanap o) V E (futni aaa) 


Pero, por otro lado, según la condi 


LLET ETATEN 
E (Zi Ea Zo 0 a) F V E lo Ty a 


primoros dos suma 


En el segundo miembro de esta igu 
son nulos, de donde se deduce l piedad 2. Esta ver 
tampoco es dificil demostrar le la condición A, la 
condición B y la propiedad emunciada 2 son equivalentes. 

Propran 3 El volumen orientado de un sistema de vectores queda 
inalterable, si a clero vector se le agrega una combinación cualquiera 
de los vectores restantes. 

Para simplificar, consideremos sólo el primer vector. Según la 


n= 


condición A tenemos V £in, +È azn zo > 


3d 


=V E(t a 


HÄ V E n 
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En esta igualdad todos los sumandos del segundo miembro, a excep- 
ción del primero, son nulos, de acuerdo con la propiedad 1. 

pnovizoaD + El volumen orientado es una función homogénea, es 
decir, para cualquier valor de p se verifica la correlación 


Va os pa © o y 2) = AV la E 
Esta propiedad es un corolario inmediato de la condición A. 
TmorieoaD $ La igualdad V e (Zy, Ze, > > ++ 2a) = Ô tiene lugar 

cuando, y sólo cuando, el sistema de vectores 2, es linealmente 


O 


dependiente. 
Evidentemente, es preciso sólo demostrar que de la igualdad 
V£ lau zw ia lineal do los 


inde; 

porta 
AS 

Sustituyamos en el sistema y . Ya un vector cualqui 


por ejemplo, y, por el vector z. Haciendo uso sucbsivamento do las 
propiedades 3 y 4, encontramos quo 


mV t lamt Lao 
ma Y kn Yo 


Vda, Vo 


Vlad Yo + Wn) =O 


o ea 
un sistoma linealmente indepondiente z, Zp, ..., Za. Pero, al 
ad iaa 
q E 
en este sister volumen orientado tambión es igual a coro. La 
contradicción obtenida demuestra la propiedad en consideración. 
PROPIEDAD e. Si dos volúmenes orientados coinciden al menos 
a AT 
e o 
RA Gi 
orientados VE o e si za) Y VÍ lt o. =s 2a) Coinciden 


n el sistemo. linealmenie "independiente a. 2 Veamos 
le diforoncia F Cs ze oe A PES 
X lay En - «1 Za). Esta función satisface las propiodados 3 y 4 del 


volutem orientado. Además, es nula en todos los sistemas 
Taenia dapandionios y poe la magos na istmo leales indo- 
pendiente žy, z, ¡tiendo los razonamientos empleados 
En la demostración de a propiedad 5, concluimos que Z (ey Eo += 
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+: sı Za) es igual a cero en todos los sistemas lincal 
dientes, es decir, que es nula idénticamento. 


i indepen 


De la propiedad 6 se infiere que el volumen orientado so define 
por las condiciones (34.4) de modo único, si se fija aquel sistema 
ortonormalizado en que el volumen debe ser igual a la unidad. 

PROPIEDAD 7 Æl módulo del volumen orientado de un sistema 
de vectores coincide con el volumen del mismo sistema. 


En el sistema linealmente 


O (ais Fas o e os Za) = MY E Gas Fae o o A 
face también las condiciones A, B, de (36 3), ex nul 
emas linealmente depe’ 

linealmente independiente z, 


en untos 
sistomo 
y muevo 
ón de la propicdad 5, 
énticamente, 

puesta que per- 
del volumen orientado dobe poseer Jas 

mismas propiedades que tiene el volumen, En particular, debr ser 
en magnitud absoluta a la unidad on todos los sistemas orto- 
normalizados y no sólo en uno de ellos, Para el módulo es veridlica 
la desigualdad de Hadamard, etc. Esta propiedad nos da la res- 
puesta definitiva a todas las preguntas planteadas respecto dol 
volumen y del volumen orientado. Lo único que nos falta es la 


demostración de extstencia det volumen or 


Ejercielos. 


jemat Q 
de vector, para ei Cuai 
5 Supone 


les acom 
ia fijado llneslmento 


eramos 
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consecutivas sólo entre los pares de elementos de cada sistema. En 
fal caso los volúmenes de dichos sistemas serán iguales y los volú- 
mones orientados, o bien iguales o bion se diferenciarán en el signo, 
lo cual depende do la cantidad de permutaciones que han de reali- 

En cuestinmes de interés sobre permutaciones, las propiedades 
individuales de los vectores no desempeñarán ningún papel, pero 
será importante ol orden do éstos. Por cso, en lugar de los pro 
Yrcires consideraremos mu números 1,3. +- 


ha har dos 


entro los cuales no hay números iguales y cada uno de los cuales 
es uno de los números 1, 2, . , n se denomina permutación de 
estos números. La permutación f, 2, ..., n se denomina normal, 

Es fácil soñalar que on un conjunto de n número 
total do toda claso de permutaciones es igual a nl. Ei 
m = 1 esto os ovidento. Supongamos que la afirmación es justa para 
cualquier conjunto do m — f números. Todas las permutacion 
de n números so pueden dividir en n clases, incluyendo en una clase 
sólo aquellas permutaciones cuyo primor número es el mismo. La 
cantidad de permutaciones on toda clase coincido con la cantidad 
de permutaciones de n — 1 números, es decir, es igual a (n — 1)l. 
Por consiguiente, la cantidad do todas las permutaciones de n núme 
os os igual a ni. 

Suele docirso que en una permutación dada los números /, / 
forman una inversión, si £> j, poro í precede en la permutación 
Una permulación so llamará par, siempro que sus números const 
toyan una cantidad par de inversiones y se llamará impar, en el 
caso contrario. Si on una permutación so cambian de lugar. dos 
números cualesquiera, no necesariamente contiguos, y todos los 


domás números quedan en sus lugares, obtendremos una permutación 
mueva. Esta transformación de la permutación se denomina trans- 
postei 


Domastremos que toda transposición altera la paridad de la 
permutación, Para los números contiguos esta afirmación es obvia. 
Šu disposición mutua respecto de los demás números quedó la mis- 
ma, mientras que la permutación de los propios números cambia 
la cantidad total de inversiones en una unidad. 

Supongamos abora que entre los números a permutar : y J se 
hallan otros s números ky, ks, --- kn es decir, la permutación 
tiene por expresión 


2 de Bo a a E o << 


Cambiaremos sucesivamente de lugar el número £ con los números 
contiguos ka ke». -r Xm f. A continuación, ol número j, que 
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ya precedo a i, lo trasladomos a la izquierda con ayuda de s transpo- 
Siciones con los múmeros ki, k, k. De este modo, en total 
levaremos a cabo 2s + 1 transposiciones de los números que están 
junto uno al otro. Por consiguiente, la paridad de la transposición 
cambiará. 

TeorEoIA 341. Todas las nl permutaciones de n números se pueden 
disponer en un orden tal que cada permutación siguiente se obtenga, 
de la anterior con ayuda de una transposición, con la particularidad 
de que para el inteto de proceso sirve cualquier permutación. 

'peatosrnacion, Esta afirmación es justa para n = 2. Si es neco- 
sario empezar por la permutación f, 2, entonces la disposición 
buscada será 1, 2, 2, 1; en cambio, si empezamos con la permuta- 
ción, 2, 4, entonces la disposición buscada será 2, 4, 1, 2. 

Supongamos que el teorema ya se ha demostrado para cuales- 
giera permutaciones que contienen no més de a = 1 números, 

nsideromos las permutaciones de n números. Supongamos que 
debemos empezar por la permutación in, fs - - » in. La disposición 
de las permutaciones se realizará según la siguiente regla. Comence- 
mos por las permutaciones que en el primer lugar tienen ol núme- 
ro h. Por hipótesis, se puede ordenar todas estas permutaciones 
en concordancia con los requisitos del teorema, puesto que, de 
hecho, es preciso disponer en el orden necesario todas las permuta- 
ciones de n — 1 números. 

En la última permute 
una transposición, trash 


ión, obtenida de esta manera, realizamos 
indo al primer lugar el número is. À conti- 
nuación, ordenamos, igual que en el caso precedento, “todas los 
permutaciones que ea sl prior Ingar tionen un nimero dedo. se 

r el procedimiento indicado podemos probar todas las permuta- 


ciones de n números. 
Con tal sistema de disposición de las permutaciones de n núme- 
ros las permutaciones contiguas tendrán paridades contrarias. 


Tomando en consideración la paridad del número nl para n > 2, 
podemos concluir que en este caso la cantidad de permutaciones 
Paros de n números es igual a la cantidad de permutaciones impares 


y equivale a$ nt. 
Ejercicios. 


le ¿Cuál os la paridad de la permutación 5, 2, 3, 1, 4? 
Y: Demus quo ninguas Bo las permutaciones pares (mpures) puede 
ses ecc a car de ma nimero inpas (PA de ri 

posiciones. 
L Ezamioemos un par de permutaciones 4, tar 
Tama Barco primera portación 


manias "e le segunda prrsiación. Demuésteese 
Fea perastación ende la misma paridad que la pormulación 


sobre la existencia de un volumen orientado de un sistema de vecto- 
res, Supongamos que on el espacio E, se ha elegido un sistema orto- 
normalizado £y, ža. - - -» 3u ên el cual el volumen orientado ha de 
ser igual a uno, de acuerdo con la condición C de (34.4). Tomemos 
un sistema arbitrario 2, Za -- -. Za de vectores de Æ. Puesto 
que el sistema zy, Tp, + o Zn es la baso en Es, para Lodo vector zy 
existe la siguiente descomposición según la hase citada: 


= aah + ant + ooe + antn (694) 


dondo ayy son ciertos números. 
Si el volumen orientado existe, de conformidad con la condi- 
mente teniendo 


ción A do (344), podemos transformarlo suoesi 
descomposiciones (39.4). A saber, 


presente 


VE luta 


lagan) = 


mëi) 


En la última suma múltiple de n la mayor parte de los sumandos 
es igual a caro. puesto que, de acuerdo con la propiedad 1, el vols 
bol orientado: del sistema de vectores es nulo, siempre que dos 
Vectores cualesquiera coincidan. Por llo. entro los, sistem 
TE <a E ae deben considerar sólo aquellos, para los cun 
el surlido de Índices fa. Jas; «a Ja representa una permotación 
do m números 422,000 a. Mas, e esta caso 


vola 
según sex par o mpar la permutación de los índices. 


De este modo, si el volumen orientado existo, debe expresarse 
on términos de las coordenadas de los vectores zy, Zo, >>> Ln 


Ey eu yei 
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en la base zi, 25 >=: %a mediante la siguiente fórmul 
Vi (Ei Las oor Za) = DE tintas (89.3) 


An e sumain lan ts prmtcoes de ir 
a de las número 1 ds n 8 Y e gro ds o al 
signo menos se toma en dependencia de la Paridad o imparidad de 
la permutación. 
mostramos que una función, prefijada por el segundo miembro 
do la igualdad (39.3), satisface todas las condiciones que defi 
n volen orientado, Sen al vecior sp ona combloación Jinai 
a Joo vean 35 Y deco, 
tym azta 
para ciertos números a, B. Dasignemos con 
vecina 27 y 27, tespecilvamente, en 
Entona, es evficate que 
Ay aap + has 
para todo y dedo 1 basta n. Luego 
4 


y 05, las coordenad 
base žy, ds -> =i Sy 


Hirai 
> (aajn, + Paja) 


y lo condición A de (34.4) queda cumplid 
Supongamos que permulamos dos vectores cualesquiera d 

sistema 3y, Ze, + En este caso la función (30.3) cambiará 

de signo, puesio que variará la paridad de cada permutación. 

ya se ha indicado antes, si es verídica la propiedad de linealidad 

ospecto de cada argumento, la propiedad demostrada equivaldrá 

al cumplimiento de la condición B de (34.4). 

Y, por fín, examinemos el significado de la función construida 
úsobre'el sistema de vectores žy. ža. Para esto sistema, las 
coordenadas a, tienen la forma 

jO, sión), 
Sul, sii]. 
Por consiguiente, entre los sumandos de (39.3) será no mulo sola- 
mente el sumando aas - La permutación 1, 2. .... n 
es par, los elementos Sy ass, - -, dnu son iguales a ano, por lo 
cual el valor de la función en el sistema ortonormalizado 34, z1, 
za es igual a la um 
Así pues, todas las condiciones 
* anión (39.3) representa la expres 


EA 


4) quedan cumplidas y la 
del volumen orientado del 


CAPA. VOLUMEN DEL SISTEMA DE VECTORES EX UN BSPACIO — 138 


istoma de vectores en los términos de las coordenadas. Esta expre- 
ión es nica en virtud de la unicidad del volumen orientado. 
Ejercicios. 


1. ¿Soda usado on esencia el caréetor ortonormalizado del sema 5, 3y, »oe 
++ aha an la deducción de la [emala (39.07 "3 
en la condición € 


"E Ou cambios tstrá Tagar onla fórmula 09. 
de (34) ol volaman orientado 33 considera distimto de une? 
ye ¿Sims mancsai Ja el o de la condición B do (30) al duce lalo 


"a ¿Cir la Hórmala (93) su forma, si ol volumen orientado se con- 
sir a un espacio compl? 


540. Determinantes 


Supongamos que los vectores 
Y del espacio euclideo R, están dados pòr sus coorde- 


Hi (an a ai) 
hase (21.7). Dispondremos los números ay en forma de una 
tabla A del modo siguiente 


la a 
e AS 


Esta tabla se denomina matriz cuadrada de orden n, los números 
de la matriz. Si mumeramos las filas do una matriz 
arriba abajo y las columnas, de izquierda 
donces el primer índice de un elemento significa el 
fila en que se halla el elemento, y ol sogundo índice, 
número de la columna. Con respecto a los elementos an, agp > 
+ + in Oya dico que ellos forman le diagonal principal de la matriz A. 
Cualesquiera n° números pueden disponerse en forma de una 
matriz cuadrada do orden n. Si los elementos de la fila de una matriz 
se consideran como coordenadas de cierto vector de R, en la b 
se (21.7), entonces entre todas las matrices cuadradas de orden n 
y los sistemas ordenados de n vectores del espacio R, se establece 
una correspondencia biunívoca. 

En el espacio R,. al igual que en cualquier otro espacio, existe 
un volumen orientado. Será, además, el único, si exigimos que se 
cumpla la condición C de (34.4) en el sistema de vectores (21.7). 
Al tomar en consideración la citada correspondencia biunivoca, 
concluimos que en el conjunto de todas las matrices cuadradas se 
genera una función bien determinada. Teniendo presente (39.3), 
legamos a la siguiente definición de esta función. 
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Se llama determinante de arden n, correspondiente a la matriz A, 
la suma algebraica de n! términos compuesta de la siguiente manera: 
Como términos del determinante intervienen toda una serio” de 
productos de n elementos de la matriz, uno en cada fila y en cada 
columna. El término se toma con signo más, si los índices de las 
columnas de sus elementos forman una permutación par, a condición 
de que los propios elementos están dispuestos en orden creciente 
do los números de las filas; el signo menos se toma en el caso con- 
trario. Para designar un determinante usaremos ol símbolo si- 
guiente: 


tnan... iin 
Aa +++ 


der 
antn. 
si es preciso indicar la forma explícita de los elementos de la matriz. 
En cambio, si esto no es necesario, se usará un simbolo más sencillo 
“A,.donde se indica sólo la designación de la matriz A. Los 
jomentos de la matriz del determinante se llamarán también 
elementos del determinante 
Él determinante coincide con el volumen orientado del sistema 
de filas dela matriz. Por esta razón, al Snvestiaro se pueden utili- 
žar todos los datos conocidos referentes al volumen y al volumen 
orientado. En particular, un determinante es igual a cero cuando, 
y sólo cuando, las filas de lo matriz son linealmente dependientes; 
+1 detorminanio cambia de sigoo cuando se intercambian de lugar 
“dos filas cualesquiera, stc. Ahora nuestras investigaciones tocarán 
aquellas propiedades del determinante que son difíciles de demostcar 
sin emplear la expresión explícita del detorminante en términos 
de los elementos de la matriz 
Llamemos transposición de una matriz la transformación de osta 
última en que las filas se convierten en columnas y las columnas, 
en filas cón los mismos números. Una matriz, transpuesta respecto 
2 la mtrs A, oe indica con A. Suelo decirse en osle com que el 
leterminante 


o det A” so ha obtenido por transposición del determinante (40.4). 
Con relación a Ja transposición, un determinante posee las siguientes 
propiedades de importanci 

Wn determinante de cualquier matriz no varía durante la operación 
de transposición. 

En efecto, el deteriinante de la matriz A está compuesto por 
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los términos del tipo 
lintah- ans woa 


Soyo sleng se determina por Ia paridad de Ia permiutoción Ja, Je, 
+ ><a Ja- Todos los factores del producto (40.2) en la matriz trans- 
puesta" A” quedan en distintas filas y distintas columnas, os decir, 
Su producto es un término del determinante transpuesto. Designe- 
mos los elementos de la matriz A” mediante aiy Está claro que 
ay = ajn por lo cual 


ig (0.3, 


Ordenomos los elementos del segundo miembro de (40.3) según 
el orden de crecimiento de los números de filas, En este caso Ia 
permutacón e los ndice de columnas tondri la misma paridad 
jue la pormutación Ju. Ja. ++ +. Ja. Mas, esto significa que el signo 
del término (6, determinante transpuesto será el mismo que: 
n ol determinante inicial, Por consiguiente, ambos determinantes 
5e componen do unos mismos términos de signos gules, s decir, 
silos coinciden 
De 


que en un determinante 
s mismas condiciones, Por 


f, quedará el menor 
Éste se llamará menor complementario de M. 
En cambio, si suprir las filas y columnas en las cuales se 
ubican los olomentos del menor N. quedará, evidentemente, el 
menor M. De este modo, se puede hablar de un par de menores 
recíprocamente complementarios 
Sol menor M de orden k se halla en las filas de números. 4. 
ha y en las columnas de números Ja. Ja +», Ja entonces el 
himor 


Bom 
AAN (40.4) 


1 sa. peruanas 14 


so llamará complemento alggbraico del menor M. 

Teonema wa: (teorema de Laplace). Supongamos que en el deter- 
minante d de orden n se han elegido arbitrariamente k filas (columnas), 
donde 1 < k < n — 1. Entonces, la suma de los productos de todor 


DEMOSTRACION. Consideremos las columnas de la matriz del 
dotorminante d como vectores zy, ze, ..., Zą del espacio Ry. 
La suma de los productos de todos los menores de k-ésimo ordon, 
contenidos en las filas elegidas, por sus complementos algobraicos 
puede considerarse como cierta función F (z. Xy, >- Za), depen- 
dionte de los vectores zy, Ze. + >=» Za- 

Esta función os, a ciencia cierta, lineal respecto de todo argu- 
mento, ya que la propiedad dada la, poseen tanto los menores como 
los complementos algubraicos. Dicha función es igual a uno en el 
sistema ortonormalizado (21.7), de lo que es fácil convencerse por 
comprobación inmediata. Si demostramos que F (2, Zy,» +, 24) 
cambia de signo, al cambiar de lugar dos vectores cualesquiera, la 
función coincidirá con el volumen orientado del sistema de vectores 

. Poro el volumen orientado coincide con el detor- 


columnas 

de los números 
de las columnas que definen el menor. Son posibles, los siguientes 
casos: 


1 i+iEo, 
Di, Hio, 
3) ieo, LLE 
4) 14160, iË 


En los casos 1, 2 a todo menor le pondremos en correspondencia 
olro menor, dispuesto en las columnas con la totalidad de núme- 
ros w; en los casos 3, 4, wn menor, dispuesto en las columnas con 
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la totalidad de números obtenida de o mediante la sustitución de £ 
por £+ 1 e £+ A por í, respectivamente. 

Homos de notar que en todos los casos los monores correspon- 
dientes so determinan mediante una misma totalidad de elementos, 
Más aún, en los casos 2—4 los menores coinciden y en el caso 1, 
sólo difieren en el signo, puesto que en uno de ellos están permuta: 
das, respecto del otro, dos columnas. En virtud-de las razones aná- 

el caso 2 los menores 


nto de una 
matriz de orden 1 coincide con su único elemento. Por ello, el menor 
dispuesto on la intersección do la (-ésima fila y la /-ésima columna 
equivale al elemento ayy. Designemos mediante Ay el complemento 
algobraico dol elemento 2,,. De acuerdo con el teorema de Lapla 
para todo £ se tiene 

anAn + andn +... + amA = d. (40.5) 
Esta fórmula se llama desarrollo del determinante por la (-ésima fila. 
Análogamento, para todo / 

tydy Hot t. + anny = d, (40.6) 
lo que nos proporciona el desarrollo del determinante por la J-fsima 
column 

En el desarrollo (40.5) sustituyamos los elementos de la -ésima 


fila por una totalidad de los n números arbitrarios by, by, + «a bar 
La expresión 


bid + der + + Dan 
representa el desarrollo del determinante 


(40.7) 
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por la t-ésima fila. Este último se obtieno del determinante d susti- 
tuyendo la tésima fila por una fila de los números Bs, Do - «y Öne 
Tomemos ahora, a título de dichos números, los elementos de la 
késima fila del determinante d para k £. El determinante co- 
rrospondiente (40.7) es igual a cero, ya que tiene dos filas idénticas. 
Por consiguiente, 


anda + asda +--+ omdr = 


Por analogía, 
andy tandu t... tamá =O, kyj G09) 


Así pues, la suma de los productos de todos los elomentos de 
valgo fila (olumns) de un determinante por os complementos 

braicos de los elementos correspondientes de otra fila (columna) 
ias dosrait es pul E oao, 


kt (0.8) 


nantes es aplicable, sin cambio alguno, 
complejas. Lo único que so pierdo os la claridad relacionada con ah 
concepto de volumen 


Ejercicios. 
1. Exrbanes los exprese delos determinantea de Jon órdeons mgudo 
y toco om tarenos de To lemcotos dels matricea. Compáreno con a Sip” 


-0 

paisa SIE bamia qe a Al rn gol ld reduce 
pal de orden E por su menor complementario 

Y Bupongamos que los damenes de uoa ati compleja A atsaco ls 

cgoliciooe ayy = ay paa cau 1, - Deésiro que el etorant 


AE 
or 


Las más difundidas aplicaciones 
de los determinantes las encontramos en los problemas relacionados 
con la dependencia lineal. Supongamos que en un espacio Ka de 
dimensión n vienen dados m vectores z4, Za, - - -y Zm y es necesario 
determinar la baso de estos vectores. Elijamos una base cualquiera 
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en Ka y consideremos una tabla rectangular 


ý (La) 


“cuyas filas ropresootan las coordenadas de los vectores dados en la 
baso ologida. 

Esta tabla se denomina matriz rectangular. El primer indico 
del olomento fica, como hasta ahora, el número de la fila 
de la matriz jue se halla dicho elemento, el segundo Índice 
significa el número de la columna. Si so desea subrayar la cantidad 
de filas y columnas en la matriz A, se escribirá A (m X n) y de la 
matriz A se dirá que es una mairiz m X n. Lo matriz A (1 X m) 

n. Conjuntamente 


no sólo elementos 
nulos, ol orden superior 7 de los menores, distintos de cero, se deno- 
minará rango do la matriz A. Cualquier menor de rango r distinto 
lama menor básico; básicas serán también las filas y las 
las cuales se encuentra el menor básico. Está cli 
bor varios menores básicos. El rango de 
la definición. 


dento que si dotorminamos In base de pstos vectores fila, los vectores 
correspondientes del espacio K, formarán la base de los vectores 
Y RONDA 411. Cualesquiera files básicas forman la base de los 
vectores filas de la matriz 

Drxostnación. Para convencerse de la validez del teorema hace 
Malta mostrar que las filas básicas son lincalmente independiente- 
yy fi fila de la matriz se expresa linealmente en términos de esta 

limas. 

Si las filas básicas fueran linealmente dependientes, entonces 
una de estas filas se oxpresaría linealmente en términos de las fila: 
básicas restantos. Pero en oste caso el menor debe ser igual a cero 
lo que contradice la hipótesis 

Ahora agreguemos a las filas básicas otra fila cualquiera de la 
matriz A. Entonces, por definición del menor básico, todos los 
menores de orden r + f, dispuestos en dichas filas, serán iguales 
a cero. Supongamos que las filas citadas son linealmente indepen 
dientes. Al completarlas hasta obtener una base, habremos construid 
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cierta matriz cuadrada cuyo determinante no debe ser nulo. Pero, 
por otro lado, dessrrolando este determinante por 7 + 1 filas ini 

Jes llegamos a la conclusión de que es igual a cero. La contradicción 
obtenida es testimonio de que toda fila de la matriz A se expresa 
linealmente en términos de las files básicas. 

El teorema demostrado permite reducir el problema de búsqueda 
de la baso do un sistema de vectores a la búsqueda dol monor básico 
de la matriz. Puesto que el determinante de la matriz transpuesto 
coincide con el do la matriz inicial, está claro que el teorema 41.1 
es válido no sólo para las filas, sino también para las columnas. Esto 
significa que para cualquier matriz rectangular el rango de su siste- 

de sus vectores filas es igual al rango de su sistema de vectores 
columnas. Lo expuesto no es obvio, s se tiene en cuenta sólo el concepto 
de rango de un sistema de vectores. 

En un espacio dotado de un producto escalar la dependencia 


o independencia lineal del sistema de vectores zy, 25, <-> Zm 
puedo estal desarrollo por la baso: Examinomos 
un determinant 


OEE] 
A A 


(mo 20 (Em 20) >< > (Em Za) 


quo so llama determinante de Gram del sistema do vectores z, z 
onena u2 Un sistema de vectores es linealmente dependiente 
cuando, y sólo cuando, su determinante de Gram es igual a cero. 
DEMOSTRACION. Supongamos que el sistema de vectores 74, Zy, - +1 
Zm 05 linoalmento dependiente. En este caso existen tales números 
Gi Gns + « ++ Amy no todos iguales a cero, que 


an +a t ne + antn OS 


AL multiplicar esta igualdad escalarmente por z; para todo valor 
do i, concluimos que las columnas dol determinante de Gram son 
también linealmente dependientes, en otras palabras, el propio 
determinante es igual a cero. 

Supongamos shora que el determinanto de Gram es nulo. Enton- 
ces sus columnas son linealmente dependientes, es decir, existon 
tales nümeros dy, ys » - -+ Ama DO todos iguales a cero, que 


0 (zi 21) + aa (en 2) H ++ H Am (n 2) = 0 


para todo t. Escribamos estas igualdades de la forma siguiente: 
(nma tan t... + antn) = 0. 
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Multiplicándolas término a término por ay, as. - +-s dm Y sumán- 
dolas, obtenemos 


lam + ta H o H tin PO. 


+ awt = 0, 
s Zm son linealmente de 


es decir, que los vectores zy, Ze, - 


dientes, 
Ejercicios. 


4. ¿Qué representa en si una matsie, todos Jos menores de la cual son mulos? 
Sora Das Ts Basicas, y clumas Dincat sitemas aguivaleniet de 

oc bara ei mengs de a matrices ls trasormacines elena 

namas am e y 180 > diidiis 
"o Demulatss la. desigualdad 


OSGi 


Culen on Ig casos en que e consiguen Igualdad? 
via 
de =o. 
G vi 


Demuástews que con cuslguieraprorimación del número VÈ por medio de 
a = 


(g ¡poo 


$ 42. Cálculo de los determinantes 


El cálculo directo de un deter- 
durante el cual se usa la expresión explícita de éste en 
de los elementos de la matriz, es de rara aplicación en lo 


término 
práctica por ser muy laborioso. Un determinante de orden n se 


compone de n! términos, mientras que para calcular cualquier tér- 
mino y sumario con los otros es preciso efectuar n operaciones arit- 
méticas. Si todos estos cálculos se realizaran con ayuda de una 
computadora moderna, capaz de ejecutar 10* operaciones aritméticas 
por segundo, incluso en este caso, para calcular un determinante 
de orden 100, por ejemplo, tendríamos que esperar el result 
durante varios millones de años. 
"Uno de los métodos más efectivos para calcular determinantes 
está basado en la siguiente idea. Supongamos que en la matriz A 
ler distinto de cero. Llamémoslo elemento rector. 
Si a toda bésima fila, £% k, agregamos la k-ésima fila multipli- 
cada por un número arbitrario ay, el determinante, como se sabe, 
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no variará. Tomemos 


y llevemos a cabo el procedimiento citado para todo £ % k. Entonces, 
en la matriz mueva todos los elementos do la p-ésima columna, a excep- 
ción del rector, serán iguales a cero. Desarrollando el determinanto 
muevo por la Psima columna, reduzcamos el cálculo del determi- 
nante de nuésimo orden al cáleulo de un solo determinante de orden 
(n — 4). Con este último procedamos de un modo análogo, eto. 

El algoritmo descrito se llama método de Gauss. Para calcular 
un determinante de n-ésimo orden, rigiéndose por este método, 
ae requiero cumpli en total alrededor de $ * operaciones armé: 
cas. De osta manera un determinante de orden 100 puede ser cal- 
culado on menos de un segundo en una máquina computadora que 
realiza 10* operaciones aritméticas por segundo. 

En conclusión observemos que bajo las condiciones en que las 
operaciones aritméticas se calculan aproximadamente y los datos 
se prefijan también de modo aproximado, os resultados do cálcalos 
de los determinantes deben tratarse con cierto cautela. Si las deduc- 
ciones sobre ln dependencia o independencia lineal de un sistema 
do vectores so basan sólo en el hecho de si es o no igual a cero el 
determinante, entonces en presencia de la inestabilidad de la que 
se ha tratado en el $ 22, las deducciones pueden resultar erróneas. 
AL operar con los determinantes, esto siempre debe tenerse en cuenta. 


Ejercicios, 


los cáleolos de un determinante por el método do 
los cálculos directos 


"al calculer coda término del mismo se cometo U8 
'n el cálculo directo del determinante tendró sentido 
sa precisión? 


que, para cale- 
lor el rango de una matriz rectangular. ¿Qué significa la aplicación de oste 
algoritmo a las con 


CAPITULO 5 LINEA RECTA Y PLANO 
EN EL ESPACIO LINEAL 


$ 43. Ecuaciones de la línea recta 
y del plano 


El objeto principal de nuestras 
investigaciones inmediatas serán una recta y un plano en los espa- 
sios de segmentos dirigidos. Si fijamos cierto sistema de coordenadas, 
Ing coordenadas de los puntos ubicados en una línea recta o en un 
no ya no pueden sor arbitrarias, sino que han de satisfacer corro- 
lonas determinadas. Pasamos ahora a la deducción de dichas 
Forrelacions 

'Fijemos en un plano el sistema rectangular cartesiano de coordo- 
nadas Ozy y una recta L. Consideraremos un vector no nulo 


a= (A, B), 63.1) 


ae es perpendicular a L. Evidentemente, todos los demás voctores 
Perpondiculares a dicha recta serán colinealos a n- 

'lljamos un punto arbitrario Afe (zp, Ya) en la linoa root 
Todos los puntos M (z, y) de la recta L, y sólo ollos, poseen la 


propiedad de perpendicalaridad de los vectores AG y n, es decir, 
(MoM, n)=0. (43.2) 


Puesto que 
M0 110 
ontonces, de (43.1), (43.2) se deduce que 
Aez) + BU n) 
A1 introducir la designación 
4r- Bn =C, 


coteluimos que en al sistema dado Ory las coordenadas de los puntos 
de la recta L, y sólo ellas, satisfacen la ecuación 


Az+By +C =o 63.3) 
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Entro los números A, B hay uno que no es igual a cero. Por 
esto, llamaremos la ecuación (43.3) ecuación de primer grado respecto 
a los variables z, y. 

Demostremos shora que toda ecuación de primer grado (43.3) 
detine una linea recta con relación al sistema fijado de coordenadas 
Ozy. Puesto que la ecuación (43.3) es de primer grado, entonces de 
Jas constantes A, B aunque una es distinta de cero. Por consiguiente, 
la ecuación (43,3) tiene al menos una solución xa, yo, por ejemplo, 


AC er 
e he-p. 
siendo en osto caso 


Az + Bn+C=O. 
Al sustraer de la ecuación (43.3) la identidad dada, obtendremos 


la ecuación 
A (e—a) + B y n) = 0, 
equivalente a la ecuación (43.3). Mas, esto significa que cua 
punto M (x, y). cuyas coordenadas satisfacen la ecuación (43.3) 
halla en una recta que pasa por el punto Me (ze, yo) y 63 perpendi 
ector 3-1. 
Así pues, si tenemos un sistema fijado de coordenadas en un 
plano, cualquier ecuación de primar grado define una recta y las 
das de los puntos de cada recta satisfacen una ecuación de 
primer grado. La ecuación (43.3) se denomina ecuación general de la 
Tinea recta en un plano; el vector n de (43.4) se Hama vector normat 
jo la recti 
Las investigaciones de un plano en un espacio se realizan sin 
introducir los cambios importantes. Fijemos un sistema rectangular 
cartesiano de coordenadas Ozyz y consideremos el plano x. Tomemos 
de nuevo un vector no nulo 
n= (4, 8,0, (43.4) 
perpendicular a z. Repitiendo los razonamientos anteriores llegamos 
4 la conclusión que todos los puntos M (z, Y, 2) del plano a, y sólo 
los, satisfacen la ecuación 
Az+ By + C:+D m0, (42.5) 
que se llamará también ecuación de primer grado respecto de las 
Variables 2, y, z. 
"Al examinar nuevamente la ecuación arbitraria 
do (43.5), descubriremos que ésta 
solución Zo, Ya žo Por ejemplo, 
40 20 
NC o e 


am- EBRO 


jul 


primer 
ién por lo menos na 
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A continuación establecemos que cualquier punto M (r. y, 3) 
cuyas coordenadas satisfacen la ecuación dada (43.5), se dispone 
y on piano que pasa por el panto Af, Gre, 2 Y #8 porpedicular 
al vector (43.4). 

De esto modo, si so fija un sistema de coorenadas en un espacio, 
toda ecuación de primer grado define un plano y las coordenadas 
los puntos de cualquier plano satisfacen la ecuación de primer grado. 
La ecuación (55) e lama ecuación general del plono en el espacio; 
el vector n de (454) se denomina vector normal del plano, 

Veamos ahora cómo se relacionan dos ecuaciones generales que 
definon una misma línea recta o un plano. Para concretar, sean 
dadas dos ecuaciones del plano 2. 


Ay + By + Cs +D, =0, 
Asz + Bay + Cit + Dy = 0. (43.0) 


Los vetores 
my BnCh m = An Bu C) 


son perpendiculares a un mismo plano 7 y, por ende, son coline 
Como que son, además, no nulos, existo un número £ tal que, por 
ejemplo, 


o bion 


metn 
hmin BatB, Gette 5 
Multiplicando la segunda ecuación de (43.6) por t y restando de ella 
la primera, en virtud de las correlaciones (43.7), obtendremos 
D, = (Dye 
Por consíguíento, le coeficientes de las ecuaciones generales que definen 
una misma ræta o un plano son proporcionales. 

Una ecuación general se llama completa, si todos sus coeficientes 
son distintos de coro. Una ecuación no completa se llama incompleta. 
Examinemos la ecuación completa de la recta (43.3). Como todos 
Jos coeficientes son distintos de cero. la ecuación puede escribirse 
en la siguiente forma: 


c 
a, o. 
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Esta ecuación Ieva el nombre de ecuación de la recta “en segmentos”. 
Los números a, b tienen un sentido geométrico muy simple. Ellos 
expresen las magnitudes de los segmentos cortados por la recta on 
los semiejes de coordenadas (fig. 43.1). Por supuesto, la ecuación 
completa de nn plano puede reducirse a una 

forma análoga Y 


X 


cuando C 
recta que 
cuando 8 = 
ojo Oy, ote. Cus 0, la ecuación (43.5) 

define" un plano ps eje Ox; cuando A = B = D = 0, el 
plano coincide con el plano coordenado Ozy, eto. 

Todo vector no nulo, paralelo a una línea recta, se llamará vector 
director. Consideremos, por ejemplo, el caso de un espacio y hallemos 
la ecuación de la recta que pasa por un punto dado Mo (ta. Yo: Zo) 
y tione un vector director dado 


q= (l, mm. 


Evidentemente, el punto A (z, y, 3) se ubica en la recta citada 


cuando, y sólo cuando, los vectores A,A y g son colíncales, es decir, 
cuando, y slo cuando, as coordenadas de estos vectores son propor 
cionales, es decir, 


Iret, (49.8) 


Estas son las ecuaciones buscadas de la recta. Se denominan común- 
monte ecuaciones canónicas de la recta. Está claro que en el caso de la 
recta en un plano la ecuación tendrá la forma 


tz, wa 


$i Ja ca pasa por el punto Me (re, ya) y tiene un vector diretor 
a= (l, m). 

De las ecuaciones canónicas se obtienen con facilidad las ecua- 
iones de la recta que pasa por dos puntos prefijados Mp, My. Con 
este fin es suficiente tomar, como vector director, el vector MoM, 
expresando sus coordenadas en términos de las coordenadas de los 
puntos My M, y sustituyéndolas en las ecuaciones (43.8), (43.9). 
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Por ejemplo, en el caso de uns recta en el plano tendremos la ecuación 
siguiente: 


y en el caso de un espacio: 


Observemos que en las ecuaciones canónicas de 
donominadores pueden resultar ser nulos. Por esto, tod: 
alb = c/d se entenderá en lo sucesivo como la iguald: 
Por consiguiente, la anulación de una de las coordenadas del vector 
director significa Ja reducción a cero del numerador correspondiente 
en las ecuaciones canónicas. 

Con el objeto de representar una recta analiticamente, Jas coor- 
donadas de sus puntos se escriben, a menudo, como funciones de 
cierto parámetro auxiliar t. Tomemos por £ cada una de Jas razones 
iguoles en (43 8) y (43.9). Entonces, en el caso de un espacio tendro- 
mos las siguientes ecuaciones para una recta: 


22 +l, 
y=n +m, (43.40) 
senn 

y los ecuaciones análogas en el caso de una recta en el plano 
22% + 
y= Vo + me (43.14) 


Las últimas se denominan ecuaciones poramétricas de una recta. 
Asignado al parámetro £ diferentes valores, obtendremos diferentes 
Tecta. 


posibilidades y comodidades en la inscripción de dife- 
rentes ecuaciones de una recta y de un plano ofrece el uso del con- 
cepto de determinante. Deduzcamos, por ejomplo, la ecuación de un 
plano que paso por tres diferentes puntos no dispuestos 

recta. Así pues, sean dados tres puntos f; (2, Yi, 21). 
M, (n Va 21). Como estos puntos no se hollan en una misma 
Tecta, entonces los vectores 


Tihe (ats h-i na), Ml yo 5—2) 


no son colineales. Por esta razón el punto M (z, y, 3) se halla en un 
mismo plano con los pantos My, Ms, M lo, y sólo cuando, 


los vectores MM MM, y 


(a Y 3 
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son coplanares, es decir, cuando, y sólo cuando, el determinente 
compuesto de sus coordena das es igual a cero. Por lo tanto, la ecuación 


12 y-n 24 
della Y ami ]=0 
2% hh a=: 
es la ecuación del plano buscado que pasa por los tres puntos dados. 
Consideremos, por fin, la ecuación de la recta en un espacio la 
cual es perpendicular a dos rectas no paralelas y pasa por un punto 
dado. Supongamos que ambas sectas tn dadas por sus ecuaciones 

canónicas 


(63.12) 


E 
A 
7 m = 

El vector director g de la recta buscada debe ser perpendicular 

a dos vectores 
A qa = (as May m). 

Estos vectores no son colineales y, por tanto, a titulo de g puede 
tomarse, por ejemplo, el producto vectorial lq, gal. Recordando 
ln expresión de las coordenadas de un producto vectorial en términos 


de las coordenadas de los factores y, usando para su inscripción los 
determinantes de segundo orden, obtenemos 


ran), e CE 


Si la recta buscada pasa por el punto Ma (zo. Yo, 2o), las ecuaciones 


Naturalmente, desdo el punto de vista de principio, muchas 
deducciones respecto a la ecuación de una recta o de un plano quedan 
en vigor, cuando se emplea cualquier sistema afín de coordenadas. 
Nuestro deseo de utilizar los sistemas rectangulares cartesianos de 
coordenadas se debe, en lo principal, a que los razonamientos, en este 
último caso, son más simples. 


Ejercicios. 


A, Deba a sud, dela Da 0 wa a, q a uds puros 
ndo Edo el deiari de apa ro: Eselled cos (ES. 
que oda pad de qui (0 pa Aar 
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2 analogía con las ecuaciones (43.0), las ecuaciones para 

e a ES lid ptr o 
ile Ias coordenadas dl vector normal de un plano que 

Aros puntos ads mo Apot un ic ei, y LAOS 

cuyas irdeadas son las soocionts e us sotona de des eouaciónas Usedes 

abras con tros tocágalas 


$44. Disposición conjunta 
Cuando se consider 
neamento varias rectas y varios planos surgen diferentes problemas 
rolacionados, en primer lugar, con la necesidad de determinar su 
disposición motua. 
"Supongamos que en un espacio dos planos que se cortan están 
por sus ecuaciones generales 
Az + B + Cyt +D, m0, 
Asr + Bw + Ci +D, = 0. 
Estos planos forman dos ángulos adyacentes que en suma dan dos 
ctas.” Hallomos uoo de ellos. Los vectores m = (Ay. Bi. C1) 
Y m = (An Be €.) son normales y. por endo, la determinación 
dol ángulo entre los planos se reduce a la determinación del ángulo y 
entro fos vectores m, na. Conforme a (255) tenemos 
Ay kB CSS 
e= ET 
Por analogía completa se deduce la fórmula para hallar el ángul 
entre dos rectas en un plano. dadas por sus ecuaciones general 
Aja + Bay +C, = 0, 
Ast + Biy + Ci = 0. 
Uno de los ángulos q, formados por dichas rectas, se calcula según 


la fórmula r 
hhb 
este e aE 
La condición de paralelismo de unas rectas, dadas por sus ocun- 
ciones generales, os la condición de carácter colincl delos vectores 
normales, e ac, Ia condición de proporcionalidad de sus soorte 
nadas 


simult- 


A 
TE 

La condición de perpendiculacidad de las rectas coincido con la 
condición cos p = 0, 0 bien, lo que es Igual, con lo condición 


A,A, + BiB, = 0. 
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Por supuesto, una forma análoga la tiene la condición 
eer 
CA 
de paralelismo de los planos y la condición 
Asd, + BiB, + CCa m0 
do perpendicularidad de los planos dados también modiante las 
Scuaciones generales. 
Supongamos ahora que dos rectas en un espacio, por ejemplo, están 
dadas mediante Jas ecuaciones canónicas 
aneia nit, 


Ii nihat 
EG 

Puesto que los vectores g, = (ly, miy, m). gs = (lz, ma: m) son los 
vectores directores para estas rectas, conclulmos de nuevo que uno 
de los ángulos Ų entre las rectas coincidirá con el ángulo entro 
los vectores qı, 91. Por consiguiente, 

him 
Epa > 
Correspondientemente, la proporcionalidad de las coorde: 
i 


cos 


as la condición de paralelismo de las rectas y la igualdad 
lala + mama + nana 0 0 
es la condición de perpendicularidad de las mism 
Está claro que si las rectas y los planos vienen dados 
un método en el que se indica de modo explícito el vector 
+ el normal, entonces la determinación del ángulo entro la 
y los planos so reduce siempre a la del ángulo entre dichos 
Supongamos, por ejemplo, que en un espacio se han dado el 
mediante su ecuación general 
Ar+By+C:4D=0, 
y la recta L, mediante la ecuación canónica 


LR a ta, 


Puesto que el ángulo y entre la recta y el plano es complemen- 
tario al ángulo y entre el vector director de la recta y el vector nor- 
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mal del plano (fig. 44.1), entonces 
lal} Bat Cal 
ARO 
Es evidente la condición 
AL+ Bm+Cn=0 


de paralelismo entre la recta y el plano y la condición 
c 


4 
$- 
de parpendienaridnd de Ja meta espect del plano, 
forma de ecuaciones generales, mediante Ja cuni so dan una 
zecta y un plano, permite resolver con toda eficacia un importante 
blema, a saber, el cálculo de la 
istancia "desde “un punto hasta Ja 
recta, o bien desde un punto hasta 
el plano. La deducción de las Tór- 
uolas es, en ambos casos, entera- 
ul mente análoga y nos limitamos de 
pe muevo a la consideración detallado 
de una sola de ellas. 
Supongamos que el plano x en 
el espacio es dado por au su 
Pe a real (GS), Fomemos un 
bunto. arbitrario Ma (ze, Yor 30 
Del punto Mo tracemos vna perpendicular al plano’ y designees 
Mi Gns do 2) la base de ésta. Está claro que Ia distancia 
Pla) aj al punto Ma al plano en Igual a la Jangitua. del ves: 


tor Mod. 


Los vectores nm (A, B, C) y My = (z — zo, 1 — Yo 
%1 — zo) son perpendiculares al mismo plano, razón por la cual son 


colineales, Por oso, existe un número £ tal que AÑA, = tn, es 
decir, 


a-net, 
nl =tB, 
4. = 10 

El punto M, (u, Ya 2) se balla en el plano a. Al expresar sus 


coordenadas a base de las correlaciones obtenidas y sustituirlas. 
en la ecuación del plano, tenemos 


tetten 
FE 
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Pero, la. longitud del vector n es igual a (4% + B* + CIP y, por 


endo, | MoM, | = {t | (4% + B° + CIU, Por consiguiente 
A+ BC +0! 
Po y te PL 
En particular, 
101 


a 

A la par con la ecuación general (43.5) del plano considoraromos, 

adomás, las siguientes ecuaciones suyas 
H(A B+C- (Ax By +C84 D)=0. 

Do los dos signos posibles primer miembro elijamos el opuesto 
al signo de D. Si es que D = 0, elíjamos un signo cualquiera, Enton- 
ces, el término independiente de esta ecuación será un número no 

sitivo —p, mientras que los coeficientes de z, y, z serán cosonos 


lo los áx entre el vector normal y los ejes do coordenadas. 
La ecuación 


zeosa + y cosh + zcosy— pm 0 44.4) 
so llama ecuación normalizada del plano. Es evidente que 
P (Mo, 2) = [za cos a + ya cos B + zo cos Y — p he 
p0, a) =p} 
La distancia p (Mp, L) desde el punto Ma (z 


recta L on el plano, dada mediante su ecuación gen 
determina por la fórmula análoga 


Ark ante 
Po Ly Letal. 

La ecuación normalizada de una linea recta tiono por expresión 
zcosa -+ ysna — p = 0. (44.2) 

Aquí, a es el ángulo formado por el vector normal con ol ejo Oz. 


Ejercicios, 
condiciones, ía Jas coordenadas de los vectores 
iere a r dei paer 


oani na Gan prer i paje ESR 
ld EAEL S asis 
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$45. Plano en el espacio lineal 


Ya hemos subrayado más de una 
vez que una recta y un plano que pasan por el origen de coordenadas 
se identifican en los espacios de los segmentos dirigidos con la ima- 
gen geométrica de un subespacio, Pero según sus propiedades, difie- 
ren poco de cualesquiera otras rectas y otros planos que se obtienen 


por tras paralela o por desplazamiento de estos subespacios, 
Deseando generalizar sto hecho para cualesquiera espacios lineales, 
Megamos al concepto de plano en el 


espacio lineal, 

Soa L cierto subespacio del espacio lineal K. Fíjemos en X un 

vector arbitrario zy. En particular, este vector puedo pertenecer a L. 
El conjunto H de vectores £ que se obtienen según la fórmula 


1 +t (454) 


donde y os cualquier vector de L, se denomina plano en el espacio 
Jineal K. El vector zo se llama vector de desplazamiento y el subospa- 
cio L, directo, En cuanto al plano H, diremos que está formado por 
ol desplozamionto- del subespacio L al Vector ze. 

El concepto formal de vn plano incluye en sí las nociones do 


rectas y planos (len la interpretación vectorial!) en los espacios do 
segmentos dirigidos. Pero, por ahora no sabemos si posee las propie- 
dados anólogas. 


Todo vector del plano H se representa del modo único en forma 
de la suma (454), Si z = za + y y £ m s + y. donde y, y € L, 
zesulta que y = y'. De la fórmula (5.1) se deduco, además, quo 
Ja diferencia entre dos vectores cualesquiera del plano X pertenece 
al subespacio L, 

Elijamos en el plano 4 un vector arbitrario 2. Sea 24 = Za + Vo- 
Represontemos la igualdad (45.1) en la forma 


2=: +0) 


Los conjuntos de vectores y e y — ya describen el mismo subespa- 
cio L. La última igualdad significa, por ello, que el plano H pu 
obtenerse por desplazamiento del subespacio L a todo vector fijado 
del mismo plano. 

El plano H es un conjunto de vectores de K generado por el 
subespacio Ly ol vector de desplazamiento zo. de conformidad 
con (45.1). Una circunstancia de mucha importancia consiste en que 
cualquier plano puede ser generado por un solo subespacio. Suponga- 
mos que no es ax, es decir, que existen un subespacio director más 
L’, y un vector de desplazamiento z. que forman el mismo pla- 
no' H. En tal caso para todo z€ H tenemos z= ze + y, donde 
KEL, y al mimo tiempo z= z, +, donde y EL Do aquí 
So desprende que el subespacio Z’ es un conjunto de vectores de K, 
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definidos mediante la fórmula 
y (04. 


Como el vector nulo perteneco a Z’, de la última fórmula so 
intiero que el vector (zo — x;) perteneco a L. Mas, esto significa 
que el subespacio L’ se compone de los mismos vectores que el subes- 


pacio L. 

Ya homos indicado que el vector de desplazamiento se defino 
medianto un plano y, además de un modo no unfvoeo. No obstante, 
en esio caso también la cuestión acerca de la univocidad puedo reso] 
verse de una manera bien natural. 

Convongamos on considerar que 
introducido un producto escalar. 
orteze, está claro que obtendremos 
restringir la gouoralidad, so puedo considerar que za -L 
Zo © oste caso se Vector ortogonal de desplazamiento. Ahora 
Rodemos demostrar que todo plano es generado sólo por un vector 

jo dosplazami 
Efectiva 


elos, si el subespacio director de 
subespacio director del otro. 
irmación se justifica con facilidad. Cualesquiera dos 
planos paralelos H,, H, o bien no contienen ningún vector común 
$ bien uno de ellos torma porte del otro. Supongamos que Hy, Ha 
tienen un vector común zę. Puesto quo todo plano puede ser obtenido 
por desplazamiento del subespacio director a cualqui 
entonces tanto H, como H; se obtienen por despi 
subespacios correspondientes al vector že. Pero uno 
forma parte del oto, por lo cual uno de los planos forma parto 

ll otro. 

Un subespacio es un caso particular del plano. Es evidente que 
el subespacio L es paralelo a todo plano 17, obtenido por desplaza- 
miento de L a cierto vector ze. Do lo propiedad demostrada para 
los planos paralelos se infiere que H coincide con L cuendo, y sólo 
cuendo, e EL. 

Consideraremos ahora dos plenos no paralelos H,, Hs. Estos 
o bien no tienen ningún vector común o bien tienen el vector común. 
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En el primer caso los planos H, + se llamarán planos que se cruzan 
sn el segundo caso llamámosos planos que se intersecan. 

Al igual que en el caso de subespacios, un conjunto de vectores 
pertonecientes simultáneamente a H y H, se denominará intersec- 
ción de estos planos y se indicará 1; N Ha, Supongamos que el 
Plano H, so ba formado por desplazamiento del subespacio La y el 
plano Hs, por desplazamiento del subespacio L. Designaremos 


Hm H, 0 Ha L=L f Lu 


monzma ss, Si la intersección H contiene el vector z, representa 
en sí un plano formado por desplazamiento de la intersección L a dicho 


E existe un vector 29 
perteneciente a la intersección A. Supongamos que existe un vector 
más 4 € H. Representémoslo en la forma: 


aant (am ado 
Ahora, de la sucesión de correlaciones 
y EHen Ely t€ H, z — to E Lyi 
n-nel enn EL 


tonluimos quo todo vector de la intersección Æ puedo ser represen- 
tado como la suma del vector z y cierto vector de la intersección L. 
Tomemos, luego, un vector arbitrario / de L. Se tiene 


IEL fEl fE Lz +f EMi 
a +/EM m HEH, 


s deci, todo vector del subespacio L desplazado al vector zo, per- 
toneco a ln intersección H. El teorema queda demostrado 

Un plano no ha de ser forzosamente un subespacio. No obstante, 
e lo puedo atribuir una dimensión igual a la del subespacio director. 
Un plano de dimensión mula contiene sólo un vector: el vector de 
desplazamiento. Al determinar la dimensión de la intersección de 
los planos será útil el teorema 19.1. Do los teoremas 19.1, 45.1 
se desprende que la dimensión de la intersección A no es superior 
2 la mínima de las dimensiones Hy, Hy. 

Si en un espacio de segmentos dirigidos vienen dados dos (res) 
vectores, entonces, al imponer ciertas condiciones adicionales, 
podemos construir sólo un plano de dimensión 1 (2) que contenga 
Jos vectores dados. Dichas condiciones adicionales pueden enunciare 
del modo siguiento. Los dos vectores dados no deben ser coincidentes, 
«es decir, no deben pertenecer a un plano de dimensión nula. Los 
ros voctores dados no deben pertenecer a un plano de dimensión uno. 

"Hechos análogos tienen lugar en un espacio lineal arbitrario. 
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Supongamos que en un espacio lineal están dados los vectores 
Los ži, >> «+ Za, Diremos que estos vectores se encuentran en la 
posición general, si no pertenecen a un plano de dimensión k — 1. 

TEOREMA 62" Sí los vectores Zo, Zy, >. Za se encuentran en la 
posición general, eziste un único plano H de dimensión k que los con- 
tiene. 


Denosrnaciox, Examinemos los vectores z4 — Zo, z — zo, » 
ai du Si fueran linealmente dependientes, porton 
cierto subespacio de dimensión no superior a k — f, Por cons 
guiente, los propios vectores za. Z, ---. za Pertenecorían a un 
plano obtenido por deolcamieo e sbepaca al vector zn 
que contradice la hipótesis del teorema. 

Ási pues, los vectores n — zo Za o: - 0: Za — 20 son 
linenlmento indepondientes. Indiquemos con L su cápsula lineal. El 
subespacio L tiene una dimension k. AL desplazarlo al vector Zo, 
obtendremos cierto plano # de la misma dimensión a la que perte- 
necon todos los vectores dados Zas žy, + >. Zar 

Fl plano soasiraido H es noo: Ba elezi, vipontamos quo Ioe 
vectores Zor Zy, >=» 24 pertenecen a dos planos Hy, Hg, ambos do 
dimensión k, Él plano" no cambia, si el vector de desplazamiento 
se sustituye por cualquier otro vector del plano. Por ello, sin restrin- 
gir la generalidad. so puede considerar que H, H, se han vbtenido 
por desplazamiento respectivo de los subespacios Ly, La a un mismo 
vector xa. Pero eu este caso resulta quo ambos subespacios coinciden, 
puesto que tienen la misma dimensión k y contienen un mismo 
sistema linealmente independiente 3, — Zo. Z4 — Zo: . + ss Zh — Ton 


isen, apo mms I + Ify dt or 


PA 
da, donde s CH. Do- 


a TR laa 
pa p 
A o neg e on 
ci o UNE 
INES ue PE, Só £ qe ts dc de 
A a o oda q a 


$ 46. Recta e hiperplano 


En el espacio lineal K de dimen- 
sión m existen dos clases de planos que ocupan una posición especial. 
Se trata de los planos de dimensión 1 y de los planos de dimensión 
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m— 1. De acuerdo con la imagen geométrica en los espacios de 
Segmontos dirigidos, todo plano, de dimensión so Ilama Hina recia. 
de dimensión m— 1 so llama hiperplano. 
ja recta arbitraria H en el espacio Imeal K. 
Designemos mediante xa el vector de desplazamiento y mediante g, 
el vector básico del subespacio director vnidimensional, Supongamos 
que estos vectores están dados por sus coordenadas 
(fis ča + o Sah 
a= (t ar qm) 
respecto de cierta base del espacio X. Evidentemente, todo vector s 
do la recta H puede ser dado en la forma: 
2=2+% (464) 
donde £ es un número, Por esto la correlación (46.4) se puedo consi- 
dorar ecuación vectorial de la recta H en el nacio K. SI el vector 3 
tiene en la misma baso las coordenadas 
E= lp Sp + md 


entonces, escribiendo la igualdad (48.1) según Ins coordenadas, ob- 
tendremos. 


un .+q 
e id (40.2) 
Inia 
Al comparar shora estas ecuaciones con (43.10), (43.11). resulta 
mominarlas ecuaciones paramétricas de la recta H. Diremas 
que la recta H pasa por el vector za y tiene el vector director 9. 
De acuerdo con el teorema 45.2, por cualesquiera dos vectores 
coincidentes ze, Yo Siempre se puedo trazar una recta y, además, 
una sola. Supongamos que en cierta base del espacio K los vectores 
Zo, Yo Vienen dados por sus coordenadas 
zm (a Za Zah 
o= (ie Yar > + +» Bad 
Como que a titulo de vector director puede tomarse, por ejemplo, 
el vector Ya — Zo, entonces, de la ecuación (46.2) obtenemos las 
ccvaciones" paramétricas 
aantzi 


(40.3) 


a md 


de una recta que pasa por los dos vectores dados. 
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Cuando £ == 0, estas ecuaciones define 
t = 1, el vector Yu. Si el espacio K es real, el conjunto de vectores 
dados’ mediante Jas ecuaciones (46.3) para O< £ <1 so lamar 
segmento que uno los vectores ze, y. Por supuesto, esta denominación 
está ligada con la imagen geométrica del conjunto dado en los ospa- 
cios do segmentos dirigidos. 

Supongamos que la recta Æ se corta con cierto plano. En tal 
caso, de acuerdo con el corolario del teorema 45.1, la intersección. 
seró o bien una recta o bien un vector, Si la intersección resulta 
ser una recta, ésta coincidirá, por supuesto, con la recta 47. Pero 
esto significa que al cortarse una lnea recta con un plano, la recta 
o bion so mantiene integramente en el plano o bien tiene con ésto 
sólo wn vector común. 

La noción de hiperplano tiene sentido on todo espacio linoal, 
sin embargo la emplearemos sólo en los espacios dotados de producto 
escalar, 

Examinemos un hiperplano arbitrario W. Supongamos que se 
ha, formado por desplazamiento dol subespacio, (m — 1)-dimensio- 
ma) L al vector zy. El complemento ortogonal LA sorá, on este caso, 
un subespacio unidimensional. Indíquemos con n cualquiera de sus 
vectores básicos. El vector z pertenece al hiperplano Æ cuando, 
y sólo cuando, el vector z — za pertenezca al subespacio L. A su 
voz, esta condición se cumple cuando, y sólo cuando, cl vector 
£ — za sen ortogonal al vector m, es decir, 


(22) 0. (48.4) 


Do este modo, hemos obtenido una ecuación ln cual so satisfaco 
gor odos los vectores del Miperplano H- Con el fin do definir un 
iperplano en forma de tal ocuación, basta indicar cualquier voe- 
tor m, ortogonal al subespacio director, y el vector de desplazam 
10 ry 
Él hocho de que la ocuación tenga vns forma oxplicita permito 
simplificar, en grado considerablo, divarsas investigaciones. Soan 
dados los vectores m, Bg, -s MA Y Las Zas >> gue 
mos un pleno A que ec la intersección de los hipo 


(ña 22) =0, 
(ña, 2—2)=0, 


(ña =n) 


Esto probloma puede considerarse como resolución del sistoma de 
ecuaciones (46.5) respecto de los vectores z. Supongamos que la 
intersección de los hiperplanos mo es vacía, es decir, que el siste- 
ma (46.5) tiene por lo menos una solución 2. Entonces, como se sabe, 
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al plano buscado se determina también por el siguiente sistema: 


(6.5) 


en virtud de que ningún plano varía, si cl vector de desplazamiento 
se sustituyo por cualquier otro vector del plano. 

El vector y = £ — z, es un vector arbitrario de la intersección L 
de los subespacios directores de todos los k hiperplanos. Es evidente 
que los vectores y del subespacio Z satisfacen el siguiente sistm 


(m, 90, 
e 020, wn 
AS 

La intersección L, dada en forma del sistema (46.7), permito 


resolver con facilidad la cuestión sobre la dimensión de L. Según 
so desprendo del mismo sistema, el subespacio L es un complemento 
ortogonal do la cápsula lineal del sistema de vectores m, n 
~s Ma. Si r es el rango de dicho sistema, la dimensión de Z 
por lo tanto, de R será igual a m — r, dondo m es la dimensión del 
espacio. En particular, si los vectores m, ns, - + ma son lineal 
dependientes, la dimensión del plano (4.5) es m — k 
so presupone, desdo Juego, quo ol plano existe, es decir, 
el sistema (46.5) jna solución. Con el fín do profijar 
el subespacio L, definido por el sistoma (46 7), basta indicar su bas 
as decir, cualquier sistema de m = r vectores linealmente indepes 
dientes, ortogonalos a los vectores m. ng...» m 
La ceuación (46.4) del hiporplano puedo escribirse tambión de 
una forma algo diferente. Designemos (n. z) = b. entonces la 


ecuación 
(mo (46.9) 
definirá el mismo hiperplano que la ecuación (46.4). Hemos de 
notar que las ecuaciones generales (43.3), (43.5) de una recta y de 
un plano son, en esencia, las mismas ecuaciones. Resulta importante 
subrayar que tda ecuación del tipo (46.8) puedo ser reducida al 
lipo (46.4), eligiendo de una manera adecuada el vector 7, Para 
ello es suficionte, por ejemplo, tomar ze en la forma: 
r= an 
AL sustituir esta expresión on (48.4) y comparando con (46.8), con- 
cluimos que debe verificarse 


> 
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Ahora podemos hacer una deducción de que si un sistema del 
tipo (46.5) define cierto plano, el mismo plano puede ser definido 
también por el sistema del tipo siguiente: 


(m, =bn 
(a 2) ba 
(aa ba 
con los correspondientes números b,, by, . . .. ba. Evidentemente, 
Sor leita también la afirmación inversa. Él sistema (46.9) doline 
cl mismo plano que el sistema (40.5) con los vectores correspondientes 
CS 
EX recia Y el plano son hiperplanos en los espacios V, y Vay 
respectivamente. Anteriormente se ha establecido la relación que 
aima coto la distancia desde un punto hasta dichos hiporplanos 
Y al resultado de la sustitución de las coordenadas del punto en las 
Jetaciones gonorales. Una relación análoga tiene lugar también on 
el caso de un hiperplano 
Sea H un hiperplano 


(45.9) 


lado mediante la ecuación (46.4). Como 
hasta ahora, designemos con p (v. H) la distancia entro el vector v 
y H. Tomando en consideración la ecuación (40.4), obtenemos que 


(a, v= o) = (m, 0 — za) — (0, 320) + (0, 02) 


pera sunlquio vector de H. Do conformidad con la desigualdad 
lo Cauchy— Buniakovski 


Im vsadila (46.10) 


[oa > Lp 


Si mostramos que en el hiperplano H existe un vector 3* y, 
además, sólo uno, para el cual la desigualdad (46.10) se convierte en 
una igualdad, esto será indicio de que, en primer lugar, 


plo. My Lema usan 


Por esto 


y 


segundo lugar, el valorp (o. 11) se logra en un solo vector 4%. 
'Designemos con £ el subespacio director del hipecplano H. 
Está cloro que todo vector. ortogonal a L, será coli 
versa. La desigualdad (46.10) se convierto en igualdad cu 
y solo cuando, los vectores n y v — z son colineales, es decir, y — z = 
“an para cierto número a. Supongamos que la igualdad se verifica 
para dos vectores z. z; de M, ex decir, 


P2%=%m 
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Do aquí se desprende que 
5 = h = (a, — o) n. 
Por consiguionte, z, — z, L L. Pero z — 2, € L como la diferencia 
entro dos vectores del kiperplano. Por ello s, — 2, = O ó 3, = 3 
Designemos mediante z, un vector de H ortogonal a L. Como s 


sabe, esto vector oxiste y as único. Escribamos el vector z on forma 
de la suma 


zent 
dondo y € L. Representemos el vector v en la forma 
o i+a 
donde JEL, s. L. Ahora 
A 
Si hacemos z= z, +). 


aș 
El vector h = s — z, es ortogonal a L y la fórmula (46.11) queda 
establecida. 

Al mismo tiempo homos demostrado que todo vector v del 
espacio puode sor representado de modo único en forma do la sumo 


-ith 


del vector v sobr ol hiperplano Æ; A os la perpendicular trazada 

jel vector v sobre HT. El procoso en el que el vector z so obtiono de v 
sa Ilara proyección do v sobro H. Si el hiporplano está dado por la 
ecuación (40.4), ol vector n se llama vector normal del hiporplano. 
Para los vectores dados zp y n existo un único hipocplano que con- 
tiono el vector a y es ortogonal al vector n. 


Ejercicios. 
e O E 
e Ei E res cs 
y sólo cuando. los Diporplanos somados son paralelos oa 


5. Dolúzcaso la formula de la distancia entre un vector y una recta dado 
mediante la scunción (40 1. 
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$ 47. Semiespecto 
Con las nociones de reota e hi- 
porplano de un cuerpo está relacionada la noción de los así llamados 
conjuntos convexos. Como que estos conjuntos son de amplio uso 
las más diversas ramas de la matemática, fijemos nuestra atención 

en la investigación de una parte de ellos. 

Un conjunto de vectores de un espacio lineal real se donomín 
convezo, si junto con cada dos vectores contiene también todo el 
segmento que los une. 

Como conjuntos convexos pueden intervenir, por ejemplo, un 
vector, un segmento, una recta, un subespacio, un plano, wn hiper- 
plano y varios más. 

Supongamos 
mediante la ecuación 


11 Miperplano en un espacio real viene dado 


(m a) =b = 0. 
Un conjunto de vectores z que satisfacen la desigualdad 
(ma—-b<0 67a) 
6 
m d> 2) 


se llama semiespacio abterto. El semiaspacio (47.4) se di 
negativo y el (47.2), positivo. 
"TeonEMa 411. Un semiespacio es un conjunto convezo. 
prmosrmacion. Tomemos dos vectores zo. Ya Y designemos 


O, = (1, 20) — b, D, = (1, yo) — b. 
Si z es un vector cualquiera de una recta que pasa por 
ENTE 


Para 0 < t < 1 obtenemos los vectores dol segmento que une zo, Ya: 
Tenomos 


entonces 


OEREIN ETET TI (41.3) 


Si O, y O, tienen signos idénticos, es decir, si los vectores Zo, Yo 
pertenecen a un mismo semiespacio, el segundo miembro de la corre: 
ación (47.3) será del mismo signo que ®, y O, para todos los valores 
de £ que satisfacen las desigualdades O< £ < 1. 

Do este modo. todo hiperplano divide el espacio lineal en tres 
conjuntos convexos disjuntos, a saber, el propio hiperplano y dos 
semiespacios abiertos. 

"Supongamos que los vectores zo, ya Pertenecen a diferentes so- 
miespacios, es decir, D, y D, tienen signos opuestos. La transfor- 
mación formal de la correlación (47.3) conduce a la desigualdad 
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(a, 36=(0,—0) (1-37). 
Do aquí se infiere que una recta que pasa por los vectores 


corta el hiperplano. La intersección se determina por el val 
1 


t 


que satisface las desigualdades O< £ < 1. Asi pues, 

Si dos vectores pertenecen a diferentes semiespacios el segmento que 
une dichos vectores corta el hiperplano que define los semiespacios 

“Teniendo presente la propiedad enunciada, es fácil comprender 
¿qué representan en sí los semiespacios en los Espacios de segmentos 
dirigidos. En un plano los extremos de los vectores del semiespacio 
so disponon de un lado do Ja linen recta; en un espro, de un lado 

lel plano. 

“Alla par con los somiespacios abiertos se consideran, con frecuen- 
cin, los cerradas. So definen como conjuntos de los vectores z que 
satisfacen la desigualdad 


CERTA] (1.4 


ó 
CE ELEA (47.5) 


El semiespacio (47.4) se Mama no positivo, el (4 
Por supuesto, los semiespacios cerrados son ta 
convoxos. 

trontia 612 Una intersección de conjuntos converos es un con- 
Junto conexo. 

prmosrración Es suficiente, evidentemente, examinar el caso 
de dos conjuntos Uy, U. Sea U = U, N) Ua su intersección, Tome 
mos cualesquiera dos vectores ze. yo de U y designemos mediante S 
al segmento que los une. Los vectores ze. Y, pertenecen tanto a U, 
como a Us: Por elo, por ser los conjuntos L, Us convexos, el seg" 
mento S pertenece integramente tanto a U, como a Ua, es decir, 
el segmento S pertenece a la intersección U. 

El teorema demostrado es de gran importancia, cuando so ostu- 
dian los conjuntos convesos. Eo particular, permite afirmar que un 
conjunto no vacío de vectores 3 que satisfacen simultáneamente el 
sistema de dosigualdades 


(nh 20, 
(o 320 


(m IA 20 


9s SISTEMAS DI ICUACIONES LINEALES. 169 


Ejercicios. 


(a 2) < a, es cometo 
a 3i n sector pertenece al biparplavo (6), el vector 


3. Demvéstrose que si los hi La están dados mediante las ecuaciones. 


$48. Sistemas de ecuaciones 
Mpeales. 


Volvamos nuevamente a la in- 
vestigación de los sistemos de ecuaciones alge! vealos, esta 
vez en rolación con el problema de la intersección de hiperplanos. 

Examinemos un espacio K, real o complejo, de dimensión m. 
Supongamos que en el espacio se ha introducido un producto es 
Elijomos una base ortonarmalizada y admitamos que low vectores 
normales m, Ay, «++ mi de los hiperplanos Z, My, , Iy de 
(46.4) están dados mediante sus coordenadas 


(484) 


respecto de dicha hase. Convengamos en considerar que los vectores 
E= lo Zm oe Enhe 

quo porlenccen a la intersección de los hiperplanos, se determinan 

también por sus coordenadas en la misma baso. 

En el caso de un espacio real, el producto escalar de vectores 
cn la base ortonormalizada es igual a la suma de los productos de 
conrdenadas tomados dos a dos. Por ello, el sistema (46.4), expresado 
on coordenadas, tendrá la forma siguiente 


antitana +- Himm 
Orbit Onit... + Sgt = des (682) 


dnnt t- bt da. 


En el caso de un espacio complejo obtendremos de nuevo wn sistema 
análogo, a excepeion de que los coeficientes ante las incógnitas y los 
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Segundos miembros se sustituirán por unos números conjugados 
complejo 

ÁS puos, el problema de la intersección de hiperplanos se reduce 
a otro problema on el que se resuelvo un sistema de ecuaciones 
“lgobraicas lineales y que ya estudiamos en el párrafo 22, Evidonte- 
mente, cualquier sistema de ecuaciones de coeficientes complejos 
> realos puedo también invostigarse desde el punto do vista de la 
intersección de unos hiperplanos en el espacio complejo o real Pm. 

Una cuestión de importancia os la investigación de un sistema 
do ecuaciones algebraicas lineales relacionada con la compatibilidad 
de Ésto. Procisamento con esta cuestión está ligada la respuesta a la 
pregunta sobre si es conjunto vacío o no la intersección de hiporpla- 
nos. Desde Juego, para efectuar tal investigación so puede aprovechar 
el método de Gauss. No obstante, este método no es siompre cómodo, 

“AL estudiar los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales nos 
vemos obligados a tratar dos matrices. Una de ellas so compone 
do los cooliciontes de las incógnitas y se llama matris del sistema. 
Esta matriz tiono la forma siguiente 


La otra so obtiene de la primera por adición de una columna de los 
segundos miembros 


y sa denomina matriz ampliada del sistema. Observ 
cular, que el rango de la matriz 
sistema de vectores (48.1 

Tromexa 691. (de Kronecker—Capel). Para que un sistema de 
ecuaciones algebraicas lineales sea ible, es necesario y suficiente 
que el rango de la matriz ampliada del sistema sea igual al rango de la 
matriz del sistema. 

brosrmacion. Haremos uso de las designaciones aceptadas en el 
párrafo 22. Los vectores a, “a. 6 representan en sí, salvo 
la disposición, las columnas de las matrices en consideración, Puesto 
que el rango de la matriz coincide con el del sistema de sus vectores 

mna, entonces paca demostrar el teorema basta probar que el 
sistema será compatible cuando, y sólo cuando, el rango del siste- 
ma a, az im Coincide con el del sistema oy, ap, 


en parti- 
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Supongamos que el sistema (48.2) es compatible. Esto significa 
igualdad (22.1) se verifica para cierto surtido de números 
žm €s decir, el vector b es una combinación lineal de 

vectores ay, as, > Mas, de aquí so deduco que cualquier 

base dol sistema ar, ag,» será, a la vez, la baso del sistema 

Gh, Gn > > » Am B, 68 decir, los rangos de ambos sistemas coinciden. 

Sipongamos ahora que los rangos de estos sistemas coinciden. 
Elijamos una baso cualquiera de 2, ay, - . dm. Esta será tami 
Ja base dol sistema ay, aa. - > Por consiguiente, el vector b 
so oxpresa linealmente on términos de una parto do los vectores 
dol sistema aj, as, >.. Am. Ya que puedo también representarso 
en forma de una combinación lineal de todos los vectores a, 
dm, osto significa la compatibilidad del sistema (48. 
roma” queda demostrado. 

El sistema de ecuaciones algebraicas lineales (48.2) se lama 

no homogéneo, si no todos los miembros segundos son nulos. Eu 

caso contrario, se llama homogéneo. Todo sistema homogéneo es 
siompro compatible, puesto que una de sus soluciones es s, = z; ==... 

žm = 0. Un sist tenido del sistema (48,2) como rosul- 
tado do sustituir todos los segundos miembros por ceros, so denomina 
sistema homogéneo reducido. SI el sistema (48.2) es compaliblo, 
cada solución de éste se llamará solución particular, El conjun 
de todas las soluciones particulares se denominará solución general. 
del sistema, 

Sirviéndonos de la información obtenida anteriormente, 
do los planos y sistemas (46.6), (40,7), (46.9) que deseril 
intersocción de los hiperplanos. podemos hacer toda una so 
de deducciones reforontes a la solución general del sistema do eci 
ciones algebraicas lineales. A sabor, 

La solución general de un sistema homogéneo reducido forma en el 
espacio Pm un subespacio de dimensión m — r, donde r es el rango 
de la matriz del sistema. Cualquier base de esto subespacio lleva ol 
nombro de sistema fundamental de soluciones. 

La solución general de un sistema no es un plano en el 
espacio Pm, obtenido por desplazamiento de la solución general del 
sitema homogénen reducido a cualquier solución particular del sistema 
no homogéneo. 

La diereñcia entre cualesquiera dos soluciones particulares de un 
sistema no homogéneo es una solución particular del sitema homogéneo 
reducido. 

Entre las soluciones particulares de un sistema no homogéneo hay 
una única solución que es ortogonal a todas las soluciones del sistema 
homogéneo reducido. Esta solución se llama normal. 

Para que un sistema compatible tengo una única solución, es nece- 
sario y suficiente que el rango de la matriz del sistema sea igual al 
número de incógnitas. 
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Para que un sistema homogéneo tenga una solución no nula, es 
necesario y sufietente que el rango de la matriz del sistema sea inferior 
al múmero de incógnitas. 

En la investigación re de los sistemas de ecuaciones al- 
gobraicas lineales el concepto de determinante se ha usado sólo 
de manera indirecta. principalmente, por intermedio del concepto 
de rango de la matriz. Sin embargo, en la teoría de Jos sistemas de 
ecuaciones el determinante desempeña un papel considerablemento 
mayor. 

Supongamos que la matriz de un sistema es cuadrada. Para que ol 
rango de la matriz del sistema sea infenor al número de incógnitas, 
es necesario y suficiente que el determinante del sistema sen igual 
a coro, Por ello, 


ogénev tiene una solución no nula cuando, y sólo 
cuando, el determinante del sistema es igual a cero. 
ite del sistema es distinto 


licio de que el rango 
iz amplias 


oriamente compatihlo 
De esto modo, 

ds distinto de cero, el sitema 
siempre tiene solución y esta solución es única. 

Desde el punto de vista de la investigación de la intersección 
de iperplamos, a este hecho se le puedo atribuir la siguente 
forma: 

Si los vectores normales do unos hipor 

espacio, Ja intersección de dichos hi 
contiene. solo un vecio 

Tndiquemos con d el determinante de un sistema y con d, un 
determinante que so distingue do d sólo en que la /-ésima columna 
en esto último se ha sustituido por la columna de los segundos miem- 
bros dy, dp. --.. Pm: En este caso la única solución del sistema 
puede calcularse según las fórmulas 


os forman la base 
planos no os vacía 


a, pr (48, 


En efecto, desiguemos mediante 4,, el complemento algebraico 
del elemento ay, del determinante del sistema. Desarrollando dy 
por los elementos de la Fésima columna, obtenemos 


È bas 
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Sustituyamos ahora las expresiones (48.3) en la k-ésima ecuación 
arbitraria del sistema 


Sate POPE 


u=+3 Do 


-4 È D raumt E» 2 OS 
La suma interior en la última ig AANA A es igual, do acuerdo con 
a pon: o bien a d o bien a cero, lo que depende de si í = 
Sidiek: 

De esto modo, las fórmulas (48.3) proporcionan una expresión 
explícita para la solución del sustoaa en términos de sus olomontos, 
En virtud de la unicidad, no existe ninguna otra solución. Estas 
fórmulas llevan el nombro de Cramer. 

"Desde el punto de vista formal, basándose en los cálculos do los 
determinantes, se pueden resolver cualesquiera sistemas do ecuacio- 
mes del tipo (48.2). Al principio, calculando varios menores de la 
matriz del sistema y de la matriz ampliada. comprobamos la compa- 
Ubilidad del sistema. Supongamos que el sistema resulta sor compa 
tible y el rango de ambas matrices es igual a r. Sin restringir la 

dese pueda considerar que el menor principal de orden r 

cero. De acuerdo con al teo- 

rema 44.4, — r filas de la matriz ampliada son com- 

monas lineales de sus r primeras filas. Por consiguiente, el 
sistema 


HY? Oireita t-o taimia ba, 


tayt leona or tot ta ds 


64 


os equivalente al sistema (48.2). 

Las incógnitas z, in se llamarán, como antes, inde- 
pendientes. AL atribuities cualesquiera valores, so pueden determi- 
a iaaa ngn resolviendo el sistema con la matriz 
del menor principal según, por ejemplo, las fórmulas de Cramer. 

Este método de resolver el sistema posee cierta valía sôlo en 
investigaciones teóricas. En cuanto al aspecto práctico, resulte 
muta, má ventaja sis del mbido de Cen, aero 0 
el $ 22. 
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CAPÍTULO 6 LÍMITE EN EL ESPACIO 
LINEAL 


$49. Espacio métrico 


Uno de los conceptos fundamen- 
tales del análisis matemático lo constituye el concepto de limite. 
Está basado en que para los puntos de un oje numérico so ha definido 
la noción de “cercanía” o, con más precisión, de distancia entre los 
puntos. 

La comparación de las “cercanias” so puedo introducir también 
en los conjuntos cuya naturaleza es totalmento diferente, En el $ 29 
ya hemos definido la distancia entre los vectores de los espacios 
lineales dotados do producto escalas, descubriéndose que la distancia 
citada poseo las mismas propiedades (29.5) que tiene la distancia 
entre los puntos do un eje numérico. La distancia entro los vectores 
so definía mediante el producto escalar que, a su vez, se introducía 
axiomáticamonte. 

Parece natural tratar de introducir aztomáticamente la propin 
distancia, al exigir que se cumplan sin falta las propiedades (29.5). 

Ha de ser notado que muchos hechos fundamentales de la teoría 
del límite en ol análisis matemático no están relacionados con el 
hecho que para los números están definidas unas operaciones algo- 
braicas. Por eso empezaremos por la extensión del concepto de distan- 
cía a unos conjuntos arbitrarios de elementos que no son forzosa- 
mente vectores de un espacio lineal. 

Un conjunto se denomina espacio métrico, si a todo par de sus 
slementos so le ha puesto en correspondencia un número real no 

tivo, llamado distancia, con la particularidad de que se cumplen 

los axiomas siguientes: 

Dor n) 5 e 6.0. 

Dp nN>O ire plr y) = 0, size y 

Bpi Dpi z) + p i a) 
para cualesquiera elementos, y, z. Estos axiomas se llaman axio- 
mas de la métrica; el primero de ells se denomina azioma de simetría 
y el tercero, azioma triangular. 

“Todo conjunto de elementos en el que se ha definido una relación 
de igualdad puede ser convertido formalmente en un espacio métrico 
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al poner 
0, si zy, 
1 si røy. 
tresa comprobar que todos los axiomas de la métrica están cum- 
plidos. 

El vector zo del espacio métrico X se llama límite de la sucesión 
{zn} de elementos zı. Za ---+ Te, -- de X, si la sucesión do 
istancias p (z, 21). P (Zos Zoo » -os P (Ene Za). - » converge acero 

En este caso suele escribirse 


pun (49,4) 


o bion 

ñ 
y decirse que la sucesión (2,) so llama convergente en X o simple- 
mento. convergente 

Observemos que una misma sucesión de elementos de un mismo 
conjunto X puede ser convergonto o divergente, según sea la métrica 
introducida en X Supongamos, por ejemplo, que en un espacio 
métrico X se ha elegido una sucesión convergente (2), compuesta 
por unos elementos distintos dos a dos. Cambiemos la métrica en X, 
al introducirla de acuerdo con (49.1) 

no será convergente. Efectivament 
ês decir, p (zn, xs) 0. Con la mét 
en el caso en que todos los elementos do ( 
número finito, coinciden con x,. La contradice 
Ja afirmación enunciada. 

Las dos propi 
sucesiones convergentes. 

Si una sucesión (za) converge, será convergente y tendrá ol 
mismo limite cualquiera de sus subsucesiones. La sucesión puede 
tener no más que un límite, 

La primera propiedad es obvia. Supongamos que la sucesión 
{zn} Liene dos límites, z, o yo. En este caso, para cualquier número, 
EP O, ton pequeño como 0 quiera, se puede elegir un número Y 
tal que 


n 


Plai Pla) < E 


para todo n> N. De aquí, haciendo wo del axioma triangular, 
allamos 


P ños Wa) <P (o. 24) +P (in Yo) < eo 


Por ser e arbitrario, esto significa que p (ze, Yo) 
T= Yo 


os decir, 


5 a spacio merac 17 


So denomina bala $ (a, r) en el espacio métrico X el conjunto 
de todos los elementos z € X que satisfacen la condición 


Pl, 2)<r (9.2) 


El elemento a se llama centro de la bola; el número r, radio de la 
bola. Toda bola con el centro en a llamemos entorno * del elemento a. 
Un conjunto do elementos se denomina limitado, si pertenece Íntegra- 
mento a cirta bola. 

Es fácil vor que ol elemento z es ol límite do la sucesión {zn} 
cuando, y sólo cuando, cualquier entorno del elemento za contieno 
todos los elementos de la sucesión que se examina, a partir do 
cierto número. 

En ol espacio métrico pueden ser introducidos también muchos 
otros conceptos de importancia, con los cuales nos encontramos en 
los conjuntos numéricos. Así por ejemplo, dado el conjunto M <= X, 
el elemento z € X se llamará punto limite de este conjunto, si cual- 

uler entorno dol elemento z contione al monos un solo alemento 
jel conjunto Af que no coincide con z. Un conjunto obtenido por 
agregación a Af do todos sos puntos límite se denomina adherencia 
dol conjunto M y se indica con A7. El conjunto M se Hama cerrado, 


sl M=M, 
ito de la bola (49.2). Probemos quo 


Examinómos los puntos lí 
todos ollos satisfacen la condición 
Pla, 2)<r. (0.9) 
Eloctivamente, supongamos que existe- por lo menos un punto 
limito 7 para la bola (49.2), para el cual p (a, 2") >r. Por defini- 
ción de punto límito, todo entorno de elemento z’ debo contener al 
monos un elemento de la bola (49.2) que no sea coincidente con 2”. 
iorno cuyo radio es 0,5 (p (a, 2") — 7) no contione, a clen- 
cía cierta, ninguno de los elements de tal tadol. De conformidad 
con lo dicho: 
El conjunto S (a, r) de todos los elementos x que satisfacen la 
condición (49.3) se llama bola cerrado. 


Ejercicios. 


leni Demian que si n=, eto p (en, 1) = p (e, 3) para todo 
Cs” será el conjunto da todos loe números reales un espacio métrico, si para 
la Gámero =, y ponemos 
Pl 
ul ÁS un conjunto compuesto por ua mimeo finito de lementos tr 


M Se usa también el Wrmino evecindad», (N. del Tr) 
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$50. Espacio completo 

La sucesión (2,) de elementos 

de un espacio métrico se llama fundamental o convergente en sí, si 

para cualquier número e > O existe tal número N que P (zn, 3n) < 8 
pera n, m > N- 

"Toda sucesión fundamental es limitada. En efecto, siendo e 
dado, elijamos un número N, de acuerdo con la definición, y tome- 
mos un número arbitrario na > N. Todos los elementos de l suco- 
sión, a partir de Zan, pertebecen, a ciencia cierta, a una bola do 
Fadio e y centro za Mientras tanto todos los elementos pertenecen 
“Kuna hola cuyos contro y radio, respectivamente, son 2, y el máxi- 
mo de los números 


t, Pl Ludo seor P (net Fade 
Si la sucesión es convergente, será fundamental. Supongamos que la 


sucesión (z4) converge a so Entonces para todo e> 0 existe N 
tal que 


pwz) <$ 


para n>N. De acuerdo con el axioma triangular, 
P (Emr En) < P (Em 20) +P (or Za) < e 


para n, m > N, lo que significa precisamente ol carácter fundamen- 
tal delo sucesión, (e), 

Para el conjunto de todos los números reales es cierta también la 
afirmación recíproca. A sabor, toda sucesión fundamental es conver- 
ente. No obstante, en el caso general esto ya no es eferto, lo que 
e confirma con el ejemplo de un espacio métrico del cual se ha 
eliminado por lo menos un solo punto límite. 

"Un espacio métrico se denomina completo, si toda sucesión funda- 
mental on él es convergente. 

"En los espacios métricos completos tiene lugar un teorema que 
es análogo al teorema sobre segmentos encajados para los números 
reales. Sea dada una sucesión de bolas. Llameremos estas bolas 
encajadas una dentro de la otra, si toda bola consecutiva está con- 
tenida dentro de la anterior. 

Trona 501 Supongamos que en el espacio métrico completo X 
sea dada la sucestón {S (an, £,)) de bolas cerradas encajadas una dentro 
de la otra. St la sucesión de radios tiende hacia cero, extste un único 
elemento de X perteneciente a todas estas bolas. 

pemosmracion. Examinemos la sucesión (en). Puesto que 


3 (anim ntp) Œ S, (n. Ca) para cualquier p > 0, entonces anp E 
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ES (aa, ea). Por consiguiente, 
P (neps 00) < tas 
de donde se desprende que la sucesión (a,) es fundamental. 
El espacio X es completo y, por ende, la sucesión {an} converge 
a cierto limite a de X. Tomemos una bola cualquiera $ (an, ea). 
A esta bola Jo pertenecen todos los términos do la sucesión (ay). 4 par- 
tir de ay. En vista de que las bolas son cerradas, ol limite de esta 


sucesión también pertenece a 3 (an, 24). De este modo, a pertenece 
A todas Jas bolas. 


“Admitamos luego que existo otro elemento, ò, perteneciente 
también a todas las holas. De acuerdo con el axioma triangular 
P (n, 5) < p (a, an) + p (am) < Bene 
Puesto que e, puede ser tan pequeño como se quiera, esto significa 
que pla, b) = O. es decir, a = b. k iig 
"Como ejemplos más imporiants de espacios completos sirven los con- 
Juntos de numeros realas y complejos. En esto caso so supone que la 
distancia entro los números coincide con el módulo de le diferencia 
entr llos. La completitud del conjunto de números reales o deus. 
fra on el curo del análisis matemático. Mostremos la completitud 
del conjunto da número complejo o 5 
e considera! que los números complejos 
dados en forma algebraica. La distancin ento los nimero 
imati med 
so introducirá de conformidad con la regla 


Plomo l (50.4) 


lor 602) 
te que los axioma 
Consideremos una sucesión + iba} de números com- 


: Supongamos que es jal. Siendo e > 0, hallomos 
que para cualesquiera z, m > NY sea 


lasin 1< e. 

De (50.2) se infiere que en este caso 
lasanle babul (60.3) 

es decir, las sucesiones (01) y (ba) son también fundamentales 


Dado que el conjunto de números reales es completo, existen unos 
números a, b para los cuales 


ama, bib 
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Pasando al límite en las desigualdades (50.5), obtendremos 
la alge Ihde 
AL designar 
smati 
encontramos que 
Pn DVT 


para todo n > N. Mas, esto significa que la sucesión fundamental 
42) es convergente. 

Observemos, a título de corolario, que la sucesión {zù = ar + 
+ ib} converge al número z = a + (5 cuando, y sólo cuando, 1 
sucesiones (aa) y (Da) convergen a los números a y b, respectiva- 
mento. 

El espacio completo de números complejos tiene mucho en común 
con ol espacio de números reales. En particular, toda sucesión aco- 
tada do números complojos tiene una subsucesión convergente. En. 
efecto, esta afirmación es verídica para toda sucesión acotada de 
números reales. Luego, es evidente que si es acotada la sucesión 
Sa + lbn), lo rán también laz sonsonen, (ar) y (ba) 

sto que la sucesión {an} es acotada, Liene subsucesión conver- 
onto (ay). Consideremos la sucesión (b,,). Es acotada y por esta 
razón también tiene subsucasión convergente (bv, }. Está claro que 
{av} será convergente. Por consiguiente, la Subsucesión (2) 
será también convergente. 

Por analogía con sio rel, en ol espacio comple 
duco la noción do infinita creciente. A saber. 
(er) so denomina infinita creciente, si para un número Á, 
como se quiera, se puede indicar un número N tal que pi 
K> N so cumple la desigualdad | sa | > A. Es evidente que en toda 
sucesión no acotada siempre puede elegirse una subsucesión infinita 


crecionto. 
Ejercicios. 

1, ¿Será un espacio completo al conjunto de todos los números reales, al 

1 Gn eo cual al coa súmeros reales, 


pana 
ST 

2, Demuéstroso que todo conjunto corrado de un espacio completo es por 

sí mima un espacio completo. A 

"9 (Será nctaniamnte un espacio completo todo conjunto cerrado de un 


espacio “métrico arbiirario? 
di aostrian ma métrica. para la cl el conjunto de todos Jos números 


<omplejos no sea un espacio coas 
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$51. Desigualdades auxiliares 


Obtengamos algunas desigualda- 
des que se emplearán en las investigaciones inmediatas. Tomemos 
un número positivo arbitrario a y examinemos una función 6zpo- 
nencial y =a" (lig. 51.1). Sean zy. za 
dos números reales distintos. Tracemos 
una recta por los puntos cuyas coordo- 
nadas son (sin oM), (z, aa). Teniendo 
prosentes las propiedades de una función 
exponencial, Concluimos que con el cams LA; 
blo de argumento en el segmento Íz, 24] i 
todos los puntos de la misme no serán H 
superiores a los puntos de la recta cons 7 
sa 


jpa 
y 


ruido. = 
Ahora, soa mO y sea sym de nena 

En esto caso la “ecuación do la recta 

a examinar será y= ar+(f— a) Por consiguiente, 


“a+ (2) 614) 
met 


jomos conjugados los números positivos p, q, si satistocen lo 
correlación 


(51.2) 


Está claro que p, q> 1, 

Para cualesquiera números positivos a, b el número a”b- será 
también positivo y se le puede tomar en calidad de a de (51.1). Si 
so sonaldoa que =p. entonces 4 — = = grt, Ahora, de (514) 
so deduce le validez de la desigualdad siguiente: 


er (51,3) 


para cualesquiera a, b positivos y p, g conjugados. Evidentemente, 
esta desigualdad tiene lugar para todos los números no negativos a, b. 
Consideraremos dos vectores arbitrarios x, y, pertenecient 
espacio Ra o Cr, Supongamos que estos vectores vienen dados mo 
ante sus coordenadas 
2 ln di 0 Bah 
Y= Ur Ye Pa). 
mos a conocer la así llamada desigualdad de Hólder 


AS y) 
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desigualdad s cumple para cualesquiera vectores no nulos z, y. 
En este caso se cumple también para los vectores Az, py con cuales- 
quiera À, p. Por eso es suficiente demostrarla sólo para el caso en que 


Èire Ett 


(51.5) 


Haciendo ahora a = |z, |, b= |y, | en la desigualdad (51.3) 
Y jumando según k desdo't hasta n, obtendremos, tomando en con- 
sideración (51.2), (51.5): 


SS 


Esto es procisamente la desigualdad de Hölder para ol caso (51 
Pasmios ahora ala domostración dela denpuolad de Aimont 
on la que para cualesquiera vectores z, y de R, o C, so verifica 


Ena mi 6 


para todo p > 1. 

La dosigualdad do Minkowski es obvia para p = 1 
el módulo do una suma de dos números no es su 
sus módulos. Además, se cumple a ciencia cierta, si 
uno de los vectores z, y es nulo. Por ello podemos 
men dol caso on que p > 1 y z O. Escribamos 


Uall P= lal+ib Pialta l+ 1b pi 


Al poner en ésta a = za, b = ya y al sumar según k desde 1 hasta n, 
obtonemos 


à lalt m= Èur +n +À +n’ 


uesto que 
la sum 


Apliquemos la desigualdad de Hólder a cada uns 
sumas quo figuran en el segundo miembro de esta corrolación. Te- 
niondo presente que (p — 1) q = p, obtenemos 


$ date $ da j 
X alH nP (X, (al + aP) "x 


«3 IA! lr) 
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Al dividir ambos miembros de la desigualdad por 


(0 dalt 
encontramos que 


A AS m”, 
de donde provio inmediatamente la desigualdad (51.6). 


Ejercicios. 
de Dedúscaso la Busiakovski a partir de la 
seas la desigualdad de Cauchy- partir de la desi- 


7 easiio “la desigualdad do Held para p 0 
È Elio le desd de io part P= 


$ 52. Espacio normalizado 


Al concepto de espacio métrico 
hemos llegado concentrando nuestra atención sólo en una propiedad 
del col bor, en la presencia de una distancia en dicho con- 
junto. 1 concentrar nuestra atención en las opo- 
raciones en un conjunto, llegamos al concepto de espacio lineal, Ahora 
consideraremos los espacios lineales provistos de una métrica 

Evidentemente, sí el concepto de distancia no está rolacionado 
de tal o cual modo con las operaciones sobre elementos, result 
Imposible construir una teoría enjundiosa cuyos hechos unan juntos 
los conceptos algebraicos y métricos. Por esta razón impondremos 
sobre la métrica, introducida en el espacio lineal, unas condiciones 
complementarias. 


Ya nos hemos encontrado en realidad con los espacios lineales 
métricos. Son, por ejemplo, los espacios euclídoo y unitario con una 
métrica (29.4). No obstante, la necesidad en tal métrica no surge 


en el espacio lineal sea dado sólo el concepto aceptable de distancia. 
Los más importantes espacios lineales de este tipo son los así Ia- 
mados espacios normalizados. 

"Un espacio lineal X, sea real o complejo, se llama normalizado, 
si a todo vector z € X se lo ha puesto en correspondencia un número 
real |} z | llamado norma del vector z, con la particularidad de que 
se consideren cumplidos los siguientes axiomas: 

Mz 1>0, siz#0, NON= 0. 

AS 

Dize SM Iy 
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para cualesquiera vectores z, y y todo número 7. El segundo axioma 
lova el nombro de axioma de homogeneidad absoluta de la norma, 

el tercer axioma se llama axioma de la desigualdad triangular, 
Del axioma de homogeneidad absoluta de la norma proviene 
un número À tal 


> Pre pa 
a As m pi 
DEA ET angla pen k asia 
o a 
correlación muy útil. Tenemos [iz < y li + Iz— yl] para 
cualesquiera z, y. Por consiguiente, ||z l| — Ily I< Iz — y Ii- 
Intercambiando z, y de lugares, obtenemos [[yll— lzi < 
< Ilz— y ll. Por esto 
Whzt— ty tis iz y ii (52.1) 
IO LE 
oo sr 
py lz—yl 


En afecto, p (z, y) = O quiere decir que llz— y I| 
acuerdo con el axioma 1, significa z = y. La simetris 
introducida es obvia. Por fin, la desigualdad tciang 


tancia es simplemente un corolario de la desigual 
para Ja norma. A saber, 
lr 24M 
<lat l= yN p (3) +p G 0) 
Observemos que 
AOS 623) 
La métrica (52.2) definida en el espacio lineal poseo, además, las 
siguientes propiedades: 
pr+ay+2m=p la y) 
cualesquiera z, y, z € X, es decir, la distancia no vería con el 
lesplazamiento de los vectores, y 
p Oz, hy) = (Ap (a Y) 
jara cualesquiera vectores z, y € X y todo número A, es decir, 
Ristancia es una función absolutamente bomogénes. 
Si en el espacio lineal metrico X una métri 
satisface estas dos exigencias complementarias, entonces X puedo 
considerarse como espacio normalizado, siempre que la norma se 
defina mediante la igualdad (52.3) para todo z€ X. 
Tomando en consideración las correlaciones del $ 29, es fácil 
establecer que un espacio lineal provisto de un producto escalar es un 
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espacio normalizado. En este caso por norma del vector convieno 
tomar su longitud. 

So pueden aducir también otros ejemplos de introducción de la 
norma. Supongamos que en un espacio lineal los vectores vienen 
dados por medio de sus coordenadas respecto de cierta base. Si 
x= (Si, q >> + Ta), ponemos 


leo =(Y tal 624) 


donde p > 1. El cumplimiento de los primeros dos axiomas paro 
la norma es obvio, mientras que el cumplimiento del tercer axiome 
se deduce de la desigualdad de Minkowski (51.6). Son de mayor uso 
las siguientes normas: 


tot À tata (È Iapa, 
zlem, máx izal- (52.5) 


normas so llama, a menudo, norma euclidea 
y se indica con [| z |} 

En adelante so considerarán sólo espacios normalizados los que 
contengan la métrica (52.2). La convergencia de una sucesión do 
vectores en tal métrica la llamaremos convergencia en norma y la 
acotación de un conjunto de vectores, acotación en norma, eto. 


Ejercicios. 

A, Deméntreo que existe una scaión de vectores cuyas normas forman. 

re lar 

Ve rio que para alg mer Y, y vers q e eco 
A TS 


3. Denmvéctraso que sl z, > 2, pa — p, Àp — À entonces 
Ma Mo a a Hine ds An 


$53. Convergencia en norma 
y convergencia coordenada 


también la introducción de otro concepto de convorgencl 
remos el espacio X y sen 4, es. - - - €, Su base. Para cualquier suce- 
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sión {£m} de los vectores de X existen los desarrollos 
Ta Xi 


(54) 


Si para el vector 
(53.2) 


tienen logar las correlaciones límites 
Um ES (53) 


para cualesquiera k = 1, 2, ..., n, entonces diremos que tiene 
lugar la convergencia coordenada de la sucesión (zm) al vector zo- 

La convergencia coordenada es bien natural. SÍ dos vectores sou 
“cercanos”, se puede suponer que han de ser “cercanas” también las 
coordonadas correspondientes on el desarrollo según una misma base, 

s espacios normalizados de dimensión finita son remarcables por 
ol hecho de que en estos espacios los conceptos de convergencia en 


Sanidad aboleta de de la desigualdad triangular, oon- 
nei ita de la norma y de jad triangular, con- 
r i kas de 3.3), 632) que ESENS 
mall Y IA elio. 


tración de la afirmación inversa es considerablomente más 


lanzo! = (| 


La de 
compii 

XENA iit. Si en un espacio normalizado de dimensión finita la 
sucesión de vectores está acotada en norma, serán acotadas también las 
sucesiones numéricas de todas las coordenadas en el desarrollo de los 
vectores según cualquier base. 

Drmosmmaciox. Supongamos que todo vector do la sucesión 
fe) está representado en la forma (531). Introduzcamos la desig- 
mación 


-Š a 
oam XRM 
y demostremos que la sucesión {0m} está acotada. 


Supóngaso que no os así. Entonces, de dicha sucesión so puede 
“elegir una subsucesión infinita creciente (Sm). Pongamos 
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si 
no Exp. 
entonces, desde luego b 
Zi 
Wean 
pora cualesquiera k == 1, 2, -.., n Y mp, y concluimos que 
gwis. (53.4) 


Las sucesiones {nX} son acotadas, puesto que, de conformidad 
con ELO: INE LEA. Fot consiguiente panda aligis al subt 
cesión de vectores (Yp,) que la subsucesión (r(Y) será convergente, 


es decir 

Mm e 
para cierto número nj. En la subsucesión {yp,} puedo elogirso, a su 
voz, una subsucesión (Ypy). para la cual 

Ma pom: 

nee 
para cierto número ny. En este caso, como hasta ahora, 

lim a 
Continuando este proceso, eligimos en la sucesión {yp} tal subsuce- 
sión (Upa) que existirán los límites 


lim Phe 63.5) 


paro cualesquiera k = 1, 2, «<=, m De acuerdo con (59.4), 
Dim 463.6) 


Do la convergencia coordenada se desprende la convergencia en 
a, por lo cual, las correlaciones limito (53.5) significan que 


lim (197,9 H=0, (637) 


donde 
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El vector y no debe ser nulo en virtud de (53.6), Por otro lado, so 
tiene 


Usi 


puesto que la sucesión {zm } está acotada en norma, y la subsu- 
cesión (om, } es infinita creciente. Por consiguiente de (53.7) s 
prende que | y | = 0, es decir, y es un vector mulo. La contra- 
dicción obtenida demuestra la validez de la afirmación del lema, 

TEoNEMA 521. En el espacio normalizado de dimensión finita, de 
la convergencia en norma se infiere la convergencia coordenada, 

DemosrnacioN Sea dada la sucesión de vectores (Zn) que con- 
verge en norma al vector 24. Es evidente que basta examipar el caso 
on que xa m O y en la sucesión {zm} uo haya vectores nulos. Repro- 
segtemos los vectores zn en forma de os desarrollos (534). La suce- 
sión do vectores 


norig 
será acotada en norma y, de acuerdo con el lema 53.1, deben ser 
acotadas las sucesiones de números 


para cualesquiera k = 1; 2, 
Ss posible solo en el cao E ¡0 para todo dr Poro ento 
Precisamente testimonio de que tiene lugar la convergencia coor 
la sucesión (Zm) al vector zo 
a convergencia coordenada se emplea con toda la eficacia en las 
investigaciones teóricas, mientras que la convergencia en norma 
‘mucho más cómoda para vtiizrla en las aplicaciones práticas. 
Esto so debe, principalmente. a que en la investigación de los espa- 
cios lineales do gran dimensión resulta difícil operar con un elevado 
número de sucesiones coordenadas. Además, no siempre so conoce 
ue sea una sola base. Pero, si incluso sabemos Ja baso, el 
empleo de la misma nos conduce, en la mayoría de los casos, 
culos voluminosos y no justificados. 


, n. Puesto que zm || 0, esto 


e un espacio de dimensión 
coalquier otra 
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$ 54. Completitud de los espacios 
normalizados 


Los espacios normalizados do 
dimensión finita representan espacios en los cuales tienen logar varias 
analogías de las afirmaciones relacionadas con el concepto de limite 
en los conjuntos de números. He aquí algunas de estas analogías. 

testa siete De toda sucesión acotada de vectores de un espacio nor- 
malizado de dimensión finita se puede elegir una subsucesión conver- 
gente en dicho espacio. 

exosmRacion. Soa (sm) una sucesión arbitraria acotada on 
norma. Representemos los vectores zm en forma” de los desarrollos 
(654). Do acuerdo con el lema 53.1, las sucesiones (E0*) serán aco- 
tadas paro cualesquiera k = 1, 2, .... n. De un modo semejante 

do en la demostración del lema 33.1, olijamos on la sucesión 

(zm) una subsucesión {Zma}, pora la cual existen correlaciones 
límites E8'% > Ef? para todo k, Do aquí so deduce que la subsucosión 
{np} convorge al vector 63 

'El lema demostrado es una analogía del lema de Bolzano—Weiers- 
trass que es conocido en el curso del análisis matemático. El lema 
es de mucha importancia en las investigaciones de cualesquiera 
cios normalizados de dimensión finita. Ilustrémoslo demostrando 
algunas afirmaciones. 

oran sa. Todo espacio normalizado de dimensión finila es 
completo, 

"raosrnacion. Sea (Zm) una sucesión fundamental. Está acotada, 
Elíjamos en ella una subsucesión convergente {zmn} e indiquemos 
con zo su límite. Entonces 


Mona (Sl ata, 114159, —2o ll 

2 >0. Ya que la sucesión {z 2 
es fundamental, existe un número Y, tal que | zm — Zunil < 01 
cunado m, m, >> Ny. En vista de que la sucesión (zmn) converge 
a zp existo un número N, tal que lzan — ze |< 4/2 cuando 


ma > Na. Si N os el máximo de los números N,, Ny, entonces, 
siendo m > N, 


lza = z N< e 
El número e es arbitrario. Por lo tanto, la sucesión fundamental 
{zm} converge en norma al vector Za. 

"lema sea Todo subespacio de dimensión finita X, de un espacio 
normalizado X es un conjunto cerrado. 

Demosrracios. Consideremos en el espacio normalizado X un 
subespacio de dimensión finita X . Supongamos que el vector z € X 
es un punto límite para X, Esto quiere decir que existe una suce- 
sión de vectores {zm} de Xe, no coincidentes con z, tal que 
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l 2m — z || +0. La sucesión {zm} es acotada y, por ende, podemos 
elegir de la misma una subsucesión {zm,} que, por ser X, completo, 
converge a cierto vector z, EX y. Abora tenemos 
lem, l+ ln, —1011+0, 

es decir, z = zo. 

LIMA ms. Sea X un espacio normalizado y sea Xa su subespacio 
de dimensión finita no conciente con X. Exile un veclor normalizado 
ZG Xe tal que 1 — z9 | > 1 para cualquier vector zy € Ko 


DEMOSTRACION. Como que Xy ne vide con X, existe un vector 
2" 4 Xa. Puesto que X, es cerrado, tenemos 
iaf Isa I=4>0. (544) 


Por definición de la cota exacta inferior, en X, habrá un vector xP, 
para el cual 

dl > 
La sucesión (21) es acotada. Elijamos en la misma una subsucesión 


3? ) que converge, en virtud de que Xe es completo, a cierto 
vector z, € Xy. Para este vector, evidentemente, 


122 ia. (542) 


Hagamos 
abia. 


Está claro que |} z || = 4. Además, si z, € X,, entonces, de acuerdo 
con (54.1), tendremos 


A A iiredas, 


Puesto que el vector z; + dz, porteneco a Xp. 

Hemos demostrado al mismo tiempo que la cota interíor (54.4) 
se logro por lo menos en un vector z, € Xy. En la correlación 
Mz — za || > $ la igualdad se consigue a cierta para xo = 0. 

remos, como conclusión, que el lema 54.1 que desempeña 
un papel tan importante en los espacios de dimensión finita, no es 
válido en ningún espacio de dimensión infinita. A saber, es válido 

LEMA 544. SI en cada sucesión acotada de vectores del espacio nor- 
malizado X se puede elegir una subsucesión. convergente, entonces el 
espacio X es de dimensión finita. 

Dexosmaciox. Supongamos lo contrario. Sea X un espacio de 
dimensión infinita. Elijamos un vector normalizado arbitrario 74 
y designamos con L, su cápsula lineal. De acuerdo con el lema 54.3, 
oxiste un vector normalizado z, tal que || z, — z, || > 4. Designe 
mos mediante La la cápsula lineal de los vectores z,, z, Continuando 
los razonamientos, hallemos la sucesión (za) de los vectores nor- 
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infinita era errónea. 


Ejercicios. 
1. Demuéstreco que un plano en el espacio normalizado de dimensión finita 


<tz In < ble 
para todos los vectores s. Los números a, B no dependen de 


555. Límite y procesos de cálculo 


En un espacio métrico completo 
el concepto do límite os de amplio uso al construit y argumentar 
los más diversos procesos de cálculo. Consideremos, a título de 
ejemplo, de métodos de 
resolución de los sistemas de ecua- 
clones algebraicas lineales. 

Son dado un sistema de dos ecua- 
ciones con dos incógnitas. Conven- 
amos on considerar que el sistema 
es compatible y tiene una sola solu- 
ción. Gon el Lin de simplificar la 
exposición, supongemos que todos 
Jos coeficientes son reales. Cada una 
de las ecuaciones 

anz + al hs ig 964, 
anz + any = fa 
dol sistema defino en el plano una recta. El punto M, donde se 
cortan estas rectas, determina la solución del sistema (fig. 55.1). 

Tomomos un punto arbitrario Ma que so halla en el plano fuera 
de las rectas mencionadas. Tracemos desde este punto una perpen- 
dicular a cualquiera de las rectas. El pie M, de la porpendicular 
queda más próximo al punto M qüe al punto Mo, puesto que nne 
Proyección es slempre menor que una oblicua. Tracemos a continua- 
ibn una perpendicular desde el punto Af, a la otra recta. El pie Ma 
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ncia de la sucesión construida tiene lugar para cualquier ubi- 
ón inicial del punto Me 
Este ejemplo sugiere cómo se puede construir el proceso de cál 


Ppr = vp + tn 


para cierto número £. Al sustituir vps en la ccuación (46.8), hallaro~ 
mos t. Do aquí obtenemos que 


Do esta fórmula so desprende que todos los vectores de la suco- 
sión (op) se disponen on un plano obtenido medianto el desplaza- 
miento de una cápsula lineal £ (m. fa. - . -. ma) al vector vo, Poro 
todos los vectores portenecientes a la intersección de los hiperplanos 
(45.9) se ubican en otro plano, obtenido por desplazamiento del com- 
plomonto ortogonal L2 (m, Ma. - »», Ma). Existe un único vector za 
quo pertenece a ambos planos. 

Si demostramos que una subsucesión de {vp}, cualquiera que soa, 
converge a cierto vector porteneciente a los hiperplanos (40.9). 
entonces, por ser al plano cercado, dicha sucesión convergerá precisa- 
mente a ss. En esta caso al veclor zẹ convergerá también toda la 
sucesión (op). 

Para cualquier r los vectores 3, — 0,41, Py — ve son ortogo- 
nales, por lo cual, de acuerdo con el teorema’ de Pitágoras, 


+ 


Upon 


OS 
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Sumando las igualdados obtenidos respecto de r, dedo O hasta 
p— 1, hallamos 


Pln r= ln 09+ I plor vre 
Por consiguiente, 


D P Or vred LE lao vd 
do dondo concluimos que 
P p Vps) 0. (55.4) 
Denotemos mediante H, el hiperplano en la r-ésima fila (46.5) 


Está claro que la distancia del vector vp hasta A, no es superior a la 
distancia entro v, y cualquier vector de M,. De acuerdo con la cons- 
trucción de (vp), entre cualesquiera k vectores sucesivos suyos hay 
sin falta un vector perteneciente a cualquiera de los hiporplanos. 
Haciendo uso do la desigualdad triangular y correlación límite 
(55.1), obtenemos 


P Op Ha) SP (m Bpr) +P Pran Pota) +++ 
nee Pipina Ypa) 0 (65.2) 


temente, acotada. Elijamos de olla 

Supongamos subsucesión con- 

limite en (55.2), encontramos que 
Pb H) = 0 

para todo r = 1, 2, .... k. Pero, como ya se ha observado más 

Arriba, ol vector z deba coincidir con z. Por consiguiento, la sueo- 

sión (up) converge a ze. 


Ejercielos. 
4, ¿8e han usado en su esencia los de completitud y de carácter 
¡50 Han ndo en secta os cocapondecompleiad y de caí 

rd? ¿Elmo me pued. ha sr solcioss dal sitema: si existon? 
3, ¿Cuál es el comportamento del proceso, si el sitema es Incompntiblo? 
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CAPÍTULO 7 MATRICES Y OPERADORES 
LINEALES 


$ 5%. Operadores 


El elemento principal en la cron- 
ción de los fundamontos del análisis matemático consisto on 
introducción del concopto de función. Do acuerdo con la definición, 

profijar una función es preciso indicar dos conjuntos X, Y 
1úmeros reales y enunciar una regl la cual a todo número 
ZEX so lo pone en correspondencia el número único y € Y. Esta 
Tegla representa precisamente una función univoca de la variablo 
real z, definida on el conjunto X. 

Al roalitar la iden general do Ja dependencia funcional, no es 
totalmente obligatorio exigir quo X, Y sean unos.conjuntos de núme- 
tos reales. Entendiendo por X, Y Jos más diversos conjuntos de 
lomentos, llegamos a la siguiente definición que generaliza el con- 


ropi 
junto no vacío X se le en correspo 
del conjunto no vacío Y, se llama operador. El resultado y de la apli- 
cación del operador A al elemento z se designa así: 


y=AG)  y=4z (654) 


y so dice que el oporador A actáa de X en Y o bien aplica X en Y. 

El conjunto X se llama campo de definición del operador A. El 
elemento y de (56.4) se denomina imager del elemento z y el propio z, 
prelmagen* dol olemento y. La totaliund 7., de todas las imágenes 
so llama campo de valores (o imagen) del operador A. En el caso cuan- 
do cualquier elemento y € Y tiene preimagen y ésta es la única, la 


En algunas obras so emples el término «imagen recíproca». (N- del Tr) 
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regin (56.1) so llama biunfvoca. El operador se denomina, además, 
aplicación, transformación u operación. 

En lo que sigue consideraremos, en lo esencial, solamente los 
así Iamados operadores lineales. Las peculiaridades distintivas de 
estos últimos consisten en lo siguiente. En primer lugar, el campo 
de detinición de un operador lineal es siempre cierto espacio lineal 
o subespacio. En segundo lugar, las propiedades del operador lineal 
están íntimamente relacionadas con las operaciones sobre los vec- 
tores de un espacio lineal, Al estudiar los operadores lineales supon- 
diremos, generalmente, que los espacios so dan sobre un campo do 
"números reales o complejos. Por operador se entenderá en lo suco- 
sivo un operador lineal, siempre que no haya especificaciones especia- 
Jos. En la teoría general de operadores los operadores lineales desem- 
poñan un papel de la misma importancia que una línea recta y un 

lano desempeñan en el análisis matemático, A esto se debe, de 
ho, Ja necesidad en uaa investigación detlldo de llos 


A (au + Bo) = au + BAv 602) 
para cualesquiera vectores u, v € X y cualesquiera números a, P € P. 


Nos hemos encontrado, ya más de una vez, con los operadores 
lineales, Do acuerdo con (4.5), como operador lineal sirve la magni- 
tud do un segmento dirigido. Su campo de definición representa on 
sí €l conjunto de todos los segmentos dirigidos de un oje, el campo 
de valores coincide con el conjunto de todos los números realos. 
gún se deduce de (21.2), una correspondencia isomoría entre don 
espacios lineales también será un operador lineal. Fijemos un subes- 
pacio L en un espacio lineal provisto de un producto escalar. Obten- 
remos dos operadores lineales, si a todo vector del espacio lo asigna- 
mos o bien su proyección sobre el subespacio L o bien la perpendicular 
trazado desde esto vector a L. La validez de esta afirmación se des- 
prende de (30.5). (30.6). 
Un operador que a todo vector z del espacio X pone en corres- 
jondenia el vector nulo del espacio Y es, evidentemente, lineal. 
Hama operador nulo y se denota mediante el simbolo 0. Así pues, 


0 Or, 


Pondremos en correspondencia a todo vector x € X ol mismo 
vector z. Se obtendrá un operador lineal E que actúa de X en X. 
Eate operador se denomina idéntico u operador unidad. Por detini- 


z= Er. 
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Son un operador lineal A que actúa del espacio X en el 
Construyamos un operador nuevo 8, conforme a la inscripción Bz 
Ar. El operador obtenido B es también un operador lineal 
que actúa de X en Y. Se llama operador opuesto al operador A. 

Fijemos, por fin, un número arbitrario a y a todo vector z € X 
lo pondremos en correspondencia el vector az € X. Un operador cons- 
truido de esto modo será, por supuesto, lineal. So llama operador 
escalar. Cuando a = 0 oblenomos un operador nulo, cuando œ = 1 
obtenemos un operador idéntico. 

A continuación expondremos el método general para obtener ope- 
radores lineales, pero ahora demos a conocer algunas de sus pecu- 
Maridades características. Según se deduce de (56.2), la correlación 


SPD 
tiene Jugar para cualesquiera vectores x, y los números ay. Do a 
se deduco, en particular, que todo operador lineal A transforma un 
Victor mulo “e vector Bulo, es del, 
0m A0. 


El campo de valores 74 del oporador lineal A es un subespacio 
del espacio Y. Si za Ai, w = Av, antonces ol vector as + fw 
Será, a conciacieta, la imagon del vector au -+ fo para cualesquiera 

For consiguiente, el vector a fs perteneco al 
ampo de valores del operador A. La dimensión del subespacio 
Ta ke llama rango del operador y s0 indica con Ta 

A ia par con Ta examinemos un conjunto N de vectores x € X 

que satisfacen la Águaldad 


Az=0 
Esto conjunto es también un subespacio y se denomina núcleo del 
parador A; La dimensión a del cio se denomina defecto dl 
operador A. 
'El rango y ol defecto no son características independientes del 
oporador lineal 4. Sea un espacio X de dimensión m. Descompor 
slo on la suma directa 

X=NiMa. (56.3) 
dondo N, os el núcleo del operador A y Ma, cualquier subespacio 
complementario. Tomemos wn vector arbitrario z € X y representó. 
moslo en forma do una suma 
donde sy EN as zu E Ma Si y ~ Az, en virtud de la linealidad 
del operador Aly de la condición Az y = 0, obtenemos que 

y= Aran 
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Por consiguiente, todo vector de 7., tiene por lo menos una preima- 
gen de Ma- 

Esta preimegen en Ma es on malidad única. Supongamos quo 
para un vector y € Ta tenemos dos proimágenes zár, zic € Ma. Ya 
que Ma es un subaspacio, entonces zr — ziy € Ma. Poro en vista 

que zie Y Ze son proimágenes de un mismo vector y, so tiono 
zy — 231 € Na. Sólo el vector nulo es común para los subespacios 
la, y Mao Boca maba la a D, dl aia m zie 

jo esio modo, el operador A establece una correspondencia blunt 
voca entre los vectores de los subespacios Ta y Ma. En virtud de la 
linealidad del operador esta correspondencia es un isomorfismo, Por 
esta razón, las dimensiones de 74 y Ma coinciden y son iguales 
ara. De la descomposición (56.3) so infiere que 


rana 


(50.4) 


ir, dol operador que actúa de N, en O. En segundo h 
ds un conjunto de operadores lineales que actúan de los 
Ma, complementarios al núcleo, en el subespacio T4: Una circuns- 

gran Importancia es que cada uno de los nuevos operadores 
incide en su campo de definición con el operador A. Si Na = 0, 
entonces Ma = X y todo el segundo conjunto de operadores coincido 
con el operador A. En cambio, si Y 4 = X, entonces A es un opora- 
gos pulo, Estas cuestiones los analizaremos nuevamente más ade- 
jante. 


Ejercicios. 


E 

A DA LE o d sepas 

a es 
E 


T 
donde u € 


T. El operador A asigna al vector = el vector u. Esto operado? 
operados de proyección sobre e subespacio $ paralelamente 
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57. Espacio lineal 
nea 


Fijemos dos espacios lineales 
X. Y sobro un mismo campo P y examinemos ol conjunto o xr de 
todos los operadores lineales que actúan de X en Y. En el conjunto 
“0 xy se puedon introducie operaciones de adición de operadores y de 
multiplicación de un operador por los números de P, transformando 
de esto modo w xy on un espacio lineal. 

Dos operadores A, B, que actúan de X on Y, son iguales, si so 
cumple la igualdad k 

Azm Bz 


para todo vector z € X. Es fácil comprobar que la razón de igualdad 
de los operadores os una razón de equivalencia. La igualdad do los 
operadores se dosigna de tal modo: 


A=B, 


El operador C s llama suma de los operadores A, B quo actúan 
de X on Y, si s» verifica la igualdad 


Cz = Az + Bz 
pora todo vector z€ X. La suma de los operadores se indica 
C=A+B. 
Por definición, se pueden sumar cualesquiera, oporadores 
nordan de X en Y. SLA. son unas operadoras linalos de o re 


su suma será también un operador lineal de o y. Para cualesquiera 
Vectores, vE X y cualesquiera númoros a, P € P o teno 


C (au + Bo) = A (au + Po) + B (au -+ Bo) = 
= adu + Av + aBu + BBo = 
= a (Au + Bu) + P (Av + Bi) = aCu + Beon 


La operación de adición do los operadores es una operación alge- 
batea. Bo, adomás, asociativa. Ea afecto, sean A, B, C tos oporac 
dores linoales arbitrarios de o ry- Entonces, para todo vector z € X 
se verifican las igualdades 


UA + B) + C)z = (A + B)z + Cs = Az + Bz + Cz = 
= Az + (Bz + Ca) = Az + (B + C)a =m (A +(84C)2 
Pero esto significa que 
(A+ B)+C= A+ (B+ Ch 


La operación de adición de los operadores es conmutativa. Si 
A, B son unos operadores cualesquiera de w xr y x os un vector 
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do X, entonces 
(4 +B)z = Az + Bz = Bz + Az = (B + A) 5, 


os decir, 
AFB=B+4. 


Ahora es fácil mostrar que el conjunto «xy con la operación 
do adición de losoperadoros introducida es un grupo abeliano, Esto 
conjunto tione por lo menos un elemento nulo, por ejemplo, el ope- 
tador nulo. Todo elemento do œ xy tiene por lo menos un elemento 
opuesto, por ejemplo, un operador inverso. Todo lo demás proviene 
del teorema 7.1. 

Según so deduce del mismo teorema, la operación do adición de 
los oparadores tiene su inversa. Llamémosla sustracción y hagamos 
uso do los símbolos y las propiedades aceptadas, 

El operador C so llama producto del operador A, que actúa de X 
en Y, por el número à del campo P, si so verifica la igualdad: 


Ca =)-Ar 
para todo vector z € X. Este producto so designa con 
Ci. 


Jl producto d un operador lino! de o xr por un número stan 
bién un operador lineal de w xy. En efecto, para cualesquiera veo- 
tores u, Y EX y cualesquiera números æ, P € P tenemos 
C (au + po) = hA (au + Bo) = à (au + Pdo) = 

= a (Au) + $ 040) = aCu + Bev. 
ncerso de que on la operación do adición de 
jo multiplicación de un operador por un núme- 
las propiedades que olarminan un opaco 
lineal. Por consiguionte, el conjunto w xy de todos los operadores 
lineales, quo actúan del espacio lineal X en el ospacio lineal Y, 
forma un espacio lineal nuevo. De aquí so infero que desde el punto 
do vista de las operaciones de multiplicación de un operador por un 
número, de adición y sustracción de los operadores, se cumplen todas 
Jas reglas para las transformaciones equivalentes de las expresiones 
algebraicas operacionales. En lo sucesivo dichas reglas ya no serán 
un cbjeto do especificación especial. 

Hemos de notar que nunca usamos la relación mutua de los ospa- 
cios lineales X, Y. Pueden ser tanto diferentes como coincidentes. 
El conjunto o xx de los operadores lineales, que actúa, del espa 
cio X en el mismo espacio X, será uno de los fundamentales objetos 
de nuestra investigación. Los operadores citados se llamarán ope- 
radores lineales en X. 


No os difícil 
los oporadoros y 
ro se cumplen 


D 
a la suma de rangos 

Dead que un conjunto de operadores lineales de ozy, cayos 
A o, forma de por af vn subes 


A A Sa be 
cdas tl da cis [a m 
A 


$58, Anillo de los operadores 


los 
de Xion Y y sen 


Elo 
B por el operador A, sl so veril 


todo vector z€ X. El producto de los operadores B y A so 
ja por 


C= BA. 
El producto do los operadores lineales os también un operador 
linos]. Para cualesquiera vectores u, y € X y cualesquiera números 
o PÈP so tiene 
C (au + po) = B (A (au + Po) = B (adu + Bao) = 
= aB (Au) + $B (Av) = aCu + Bo. 
La multiplicación de los operadores no es una operación alge- 
braiea, dado que oi producto no está definido para todo par de opera- 
ores. No obstante, siendo factible, la operación de malliplicación 
de los operadores posee unas propiedades bien naturales. A saber: 
4) (48) € = A (80), 
2) à (4B) = QB) A = B 04), (84) 
3) (A + B)C = AC + BC, 
4) A (B +C) = AB + AC 
para cualesquiera operadores A, B, C y todo número à de P, si, 
Por supuesto, las expresiones correspondientes están definidas. 
:mostración de todas estas propiedades se efectúa de una 
igual, razón por la cual nos lomitaremos a estudiar sola- 
la primera de las propiedades. Sean X, Y, Z, U unos espacios 
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lineales fijados y sean A, B, C cualesquiera operadores lineales, do 
los cuales A actúa de X en Y, B actúa de Y en Z y C, de Z en 
Observemos ante todo que on la igualdad 1 están definidos ambos 
operadores, (AB) C y A (BC). Para todo vector z € X tenemos 


(AB) C) z = AB (C3) = A (B (Cs) 
(A (BC)) z = A (BCz) = A {B (Cz), 


de dondo se deduce la validez de la igualdad 4. 

Consideremos otra vez el conjunto ox x de los operadores linoa- 
les que actúan on el espacio X. Para cualesquiera dos operadores do 
wxx se han definido tanto la suma como el producto. Do acuerdo 
con las propiedades 3, 4, ambas operaciones están relacionadas por 
una Joy distributiva, Por esto el conjunto o z x 
los representa en sí un anillo. En lo sucesivo 
anillo de los operadores es no conmutativo. Desde luego, por casua- 
lidad puede ocurrir que para algún par de operadores A. 
a correlación AB = BA. Estos operadores se Iama ls. 
En particular, un operador idéntico es copmutable con cualquier 
operador 

En el anillo de los operadores lineales, al igual que en todo otro 
anillo, el producto de cualquier operador por un operador nulo 
también un operador nulo. La Joy distributiva relaciona con la mul- 
iplicación no sólo la suma de operadores, sino también la diferencia 
entro éstos. Un anillo de los operadores lineales es a la vez un espacio 
lineal, por lo cual, para la diferencia entre los operadores resulta 
Meita la fórmula 


AB=A+(A)B. ' 


La propie 
de los operadores 


Ejereletos. 


1 Dsgotengs mediaote D el operadas de dilereneiggión y mediante T) st 
rator cid por 1. eoon ie polinomios que depor 
dr ratio 1. Jomudatrel qus D7 y TD. Mille sl operadot DT = TD. 


Kanse ciane AS EA 
de los operadare A, pata los cuales DA lma e way in bepa 


E Dinam ai d nap de en peisso dl 
sia a mas i aia ar Bta baha a s ee 

ENa eas 2 E E Fobia do cpuadoa 1 slo 
adian aa nah bas to e fa. 
mill qoe en el aai ax de operadores Ases ly 
baa 


CAP. 7. MATRICES Y OPERADORES LINEALES 20 


$ 59... Grupo de operadores regulares 


Los operadores lineales que noti: 
an on el espacio X forman un grupo abeliano de adición. Poro entri 
tales operadores pueden indicarse unos conjuntos que representar 
on sí los grupos de multiplicación. Estos grupos están ligados cor 
los llamados operadores regulares. 

Un operador que actóa en un ospacio lineal s llama regular, s. 
gi ins come Bilo de an vector nao, Ua operados e pla w 
lama degenerado. Serán regularos, por ejemplo, el operador idénticc 
y ol operador escalar, si no es nulo. A veces, con ol operador A, que 
deta ou al espacio X, se puedo ligar cierto operador regulae, ilu: 
cuando A soa degenerado. En efecto. sea 74 el campo de valores 
dol operador A y'sea Wa su núcleo. Si Ta y Na no tionen veotoror 
no nulos comunes, ontonces, de acuerdo con (50-4), tonomos 


X=N ba 


Como ya so ha observado, ol operador A engendra un conjunto de 
otros operadores que actúan de cualquier subespacio, complemen: 
tario al núcloo Ma, on ol subespacio de valoras T'a. En ol caso con- 
siderado ol operador A engendra un operador que actúa de 7, on T'a. 
Este oporador será regular, puesto que transforma en coro sólo ol 
Ma spare rg de peculiaridad 

s operadores regulares poseen una serio do peculiaridades 
romarcables. Para los operadores de oste tipo ol defecto os igual a coro, 
Ror lo oual do Ia fórmula: (364) se infiere que al rango dol operador 
fogular coincide con la dimonsión del aspacio. Si un operador 
Togular A actúa on el espacio X, el campo de valoros 7, coincido con 
X. Do esto modo, todo vector de X es una imagen de cierto vector 
de X Bata propiodad dl operado regular os equivalente a su dol 
nición. 

Una propiedad importante dol operador regular consisto on la 
unicidad do la proimagon de todo vector del espacio. Efectivamente, 
Supongamos que paca cierto vector y existen dos proimágenes u, v, 
Esto Significa que 


dumy Mven 


Pero on oste caso 
Au) 


Por dolínición as operador regular, el núcleo se compone sólo del 
vector mulo. Por esto, u — v = 0, esto os, u = v. La propiedad 
«demostrada es también equivalente a la definición do operador regu- 
lar. Esta propiedad ya so ha mencionado. de hecho, en el $ 56. 

'Un producto de cualquier número finito de operadores regulares 
s también un operador regular. Evidentemente, basta demostrar 
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esta afirmación para dos operadores. Soan 4, B cualesquiera opora- 
“dores regulares que actúan en el mismo espacio X. Consideremos la 


ecuación 
Baz =0. 694) 


Do acuerdo con la definición do la multiplicación de operadores, esta 
ecuación significa que 
B (A2) =0. 


El operador B as regular, por lo cual do la última ecuación so deduco 
que Az = 0. Poro 4 es también un operador regular y de aquí pro- 
viene que z = 0. Así pues, la ecuación (59.1) se satisfaco solamente 
por ol vector nulo, os decir, el operador BA es regular. 

Una suma de oporadores regulares ya no será obligatoriamente 
un oporador regular. Si A os un r regular, lo será también 0l 
operador (—1) A. Pero la suma de ostos operadores es un operador 
malo que es degonorado. 

Examinemos el conjunto de operadores regulares que actúan 
en un mismo osprcio línoal. En dicho conjunto la multiplicación 
do los operadoras os una operación algebralea y, además, asociativa. 
Entro los operadores rogularas figura también el operador idéntico E, 
quo desompoña el papol do la unidad, Efoctivamonto, as fácil com- 
Probar que para todo operador A que actúa an el espacio X sa verifica 

AE = EA = hn 

SI probamos que para todo operador regular A exit sn operador 
sogular quo, siendo multiplicado por A, da un operador idéntico, 
esto sorá ol testimonio de que ol conjunto do todos los operadores 
togalaros forma un grupo de multiplicación. 

"A un operador ragular. Como se sabo, para todo voctor y € X 
giste un vector, y sólo uao, x € X, relacionado con y mediante la 
expresión 


y= Az. 6a 
Por consiguiento, a todo voctoe y € X se puedo poner on correspon" 
dencia el único vector z € X, para ol cual y es una imagen suya. 
La corrospondoncia construida es un cierto operador. Se llama ope- 
rador inverso dol operador A y so designa medianto el símbolo AH, 
Si so vorifica la desigualdad (50.2), entonces 

z= Ay (59.3) 
Demostremos que el operador inverso os lineal y regular. 

El producto está definido para cualesquiera operadores, no sólo 
para los lineales. Por osto, de la definición de oporador inverso se 
desprende que 

A*A = AA eE, 604) 
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Para demostrar estas igualdades, basta aplicar a ambos miembros 
de (59.2) el operador A~? y a cada uno de los miembros de (59.3), 
el operador A. 
'omemos unos vectores cualesquiera u, v €X y cualesquiera 
números «, P € P y consideremos un vector 
2 = 47 (au + Po) — aA -u — Po, 
Apliquemos ahora a ambos miembros de la igualdad el operador A. 
Tomando en consideración la linealidad del operador A y las corre- 
inciones (59.4), concluimos que Az = 0. Puesto que el operador 4 
es regular, esto quiere decir z = 0. Por consiguiente, 
A~ (au + po) = ada + PA 
es decir, el operador A”! es lineal. 
Es fácil mostrar que el operador A-1 es regula 
tor y del núcleo del operador A~! tenemos 
Any = 0. 
Apliquemos a ambos miembros do esta igualdad el operador A. 
Como A es un operador lineal, entonces AO == 0, Teniendo presentes 
las correlaciones (59.4), concluimos que y = 0. Así pues, el núcleo 
del operador A~? se compone sólo de un vector nulo, es decir, A~ 


Para todo voc- 


De es operadores regulares representa en 
sí un grupo de multiplicación. Un poco más adelante mostraremos que 
esto grupo es no conmutativo, 

Con ayuda de los operadores regulares pueden construirse también 
unos grupos conmutativos. Sea A un operador arbitrario que actúa 
en el espacio X. Para cualquier número positivo entero p hallemos 
el p-6simo grado del operador A mediante la igualdad 


As 

SN (59.5) 
donde en el segundo miembro están contenidos p factores. En virtud 
de la asociatividad de ción de multiplicación, el operador A? 
se define univocamente. luego, este operador es lineal. 


Para cualesquiera números positivos y enteros p, r de 
deduco que 


AA = Aww 
Si se considera, por defini 


para todo operador A, entonces la fórmula (59.6) tendrá lugar para 
cualesquiera números no negativos y enteros P, r- 

Supongamos que A es un operador regular. entonces para todo r 
no negativo será regular también el operador A”. Por consiguiente, 


A 38 GRUPO DE OPERADORES REGULARES 205 


para él existo un operador inverso. De acuerdo con las fórmulas (7.2), 
(69.5), tenemos 


(59.7) 


Teniendo en cuenta las fórmulas (50.5), (59.7) y tomando on consi 
deración que AA"! = A“!A, no es difícil demostrar la correlación 


APAA AA? 


fórmula (59.8) os válida para cualesquiera 

"Tomemos ahora un operador regular Á y forme 
w, de los operadores del tipo 4” para todos los 
conjunto la multiplicación de los operadores es wi 
braica y, como se deduce de (59.6), conmutativa, Todo opera 
tiono su inverso, igual a A”. En el conjunto w4 figura también ol 
oporador idóntico Æ. Por consiguiente, ol conjunto w4 representa 
en sí un grupo conmulativo de multiplicación, Esto grupo so donomi- 
ma cíclico, gonerado por el operador A. 


Ejercicios. 


A, Demuéstreso quo si paa don operadores lonas 8 
la correlación AD = E. eto 


dx x 10 verifica 
"E, entonces ambos operadores son regularas 


F Domilsiao que para qu los operadores A, D, 9 Og seun regulares, 
sa nro y int o EZ 
E Domudstroso que si el operador A an regolat y el número a a O, entonces 


+ paar taba molar y kaaj m-i- a5 


4. Demubetrso que Ta = Na cuendo, y sólo cuando, A? = 
$: Demuéstreo que paña cualduior "A so campion. las corrlaciones 


MAN pEN gms PART o Pos 


$. Desmustreo que el operador P ss un de proyección cuando, 
y sio cunde, PU P ¿QU toun ea lor A 

T, Domalain qu Pe da apro de propolia, valona E — P 
es umbidna un operador do 

"e" Damulatres que ai el operador A satisface la igualdad AT = O para 
algún número positivo antro a, tiza el operador aE — A merk regulat 
Para cualquier nimero ava O. 

3, lino quejar il A, para lennt E + mpd + artt + -++ 
as que a A w wa eras regular, entonces o, bien uodos las 
radores en el grop cai wa so distintos Y bion cierta potencia del opera 
r"a emacio oa el operdór ldémico. 
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560. Matriz del operador 


Demos a conocer un método gene- 
ral pare construir el operador linea! que actúa del espacio -dimen 
sional X en el espacio n-dimensional Y. Supongamos que a los voc- 
tores de la base ~ -x €m del espacio X les están asignados unos 
estas, fu + fe del espacio Y. En este caso exúte un opero 
dor lineal A y es, además, único, que actúa de X en Y y que transfor- 
ma todo vector ex en el vector correspondiente 

Supongamos que el operador buscado A exi: 
tor arbitrario z € X y ropresentémoslo en for 


zmie thet- ++ Ente 


Entonces 
Ar Y de) = X tt Y taf 


El sogundo miembro do las correlaciones se determina unívocament 
por ol vector y ls Imágenes de a base, Por eso la igualdad obtenida 
Jomuestra la unicidad del operador A, si éste existe. Por otra parto, 
Rodomos dafinir el operador A precisamente modiani osta igunidad, 

0s decir, poner 


Are Y ifa 
e io 

EL operador obtenido, como es fácil de comprobor, es un opera 

lineal que actúa de X en Y y transformi todo vector 


en el vector correspondiente j». El campo de valores 7'4 del opera 
dor A coincido con la cápsula lineal del sistema de vectores fı, fa, +. 


`" Ahora podemos anunciar una deducción importante: el operador 
Unec! A que actúa del espacio X en el espacio Y está enteramente de- 
finido mediante la totalidad de Imágenes 
Atn At «o Aen 
para cualquier base fijada 
tu tn 


del espacio X. 
Fijemos en el espacio X la base ep, €s, . . -, €m y en ol espacio Y, 
1a baso q, gu: El vector e, se transforma por el operador A 
cierto. del espacio Y, el cual, como todo vector de esto 
espacio, puede ser desarrollado por vectores básicos 


At, = Cubs + Onda + amga 


Anólogamento, 


A H» H Onmin 


Los coeficientes a,y de estas correlaciones determinan una matriz 
Aes de n filas y m columnas 


que so donomina matriz del 
Como columnas do la 


medianto (z) 
= (Aes)ı, En lo sucesivo 
ierminar os elementos de la matriz dol operador. 

Consideramos un vector arbitrario z € X, y su imagon y = Az. 
Aclaromos de qué modo so expresan Jas coordonadas dol vector y on 
términos de las coordenadas del vector z y los elementos do la matrie 
del operador. Sea 


(00.4) 


A comparar el grado miembro de estas igualdades con el dosa- 


rollo. (60.9) para el vector y, Concluimos que deben cumplirse las 
igualdades 
Sate 
tr 
para md, 2,000 m, es decir 
Haiti Pta 


(60.2) 
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Do este modo, todo operador lineal genera, cuando están fijadas 
las bases en los espacios X, Y, las correlaciones (60.2) que relacionan 
entre sí las coordenadas de la imagen y las de la preimagen. Con el 
fin de determinar las coordenadas de la imagen sogún las coordona- 
das de la preimagen, basta calcular los primeros miembros de estas 
correlaciones. Para determinar las coordenadas do la preimagon según 
las coordenadas conocidas del vector y hemos de resolver el sistema 
de ecuacionos algobraicas lineales (80.2) respecto de las incógnitas 
En Em >< e» Emo La matriz de esto sistema coincide con la matriz 
del operador. 

Las corrolaciones (80.2) establecen una relación profunda entre 
los operadores lineales y sistemas de ecuaciones algebraicas lineales. 
En particular, do (80.2) proviene que el rango del operador coincide 
con ol de la matriz dol operador y la dimensión del núcleo coincide 
«con ol rúmero de soluciones fundamentalos del sistema homogéneo 
reducido. Do este hecho se deduce trivialmento la fórmula (56.4) 
y "ana ori de otras fórmulas. 

ja rlac 


“hora una matriz arbitraria Ay 
¿dos las bases en os espacios X, Y, 
tor z € X le ponen en correspondencia cierto vector y € Y. Es fácil 
comprobar que esta correspondencia es un operador lineal, Construya 
mos la matriz del operador dado en as mismas bases. Todas las coor- 
«donadas del vector e, son mulas, a excepción de la /-ésima coordenada 
¿que es igual a uno. De (30.2) so deduce coordonadas del vec- 
tor Aey coinciden con los elementos de la f-ésima columna do la 
matris Age Y, por endo, (Aeh = ay. Por lo tanto, la matriz dol 
oporador Sonstruido coincido con Ia Inicial 4 
Así pues, toda matriz n X m es una matriz de cierto operador li- 
neal que actúa del espacio m-dimensional X en el espacio n-dimensio- 
nal Y, para las bases fijadas en dichos espacios. Do aste modo se esta- 
blece una cia biuniocca, para unas bases fijadas cualesquiera, 
entre los of lineales y las matrices rectangulares. En esto caso, 
fanto los espacios lineales como las matrices se consideran, desde 
Juego, sobro el mismo campo P. 
aquf algunos de los ejemplos. Sea © un operador nulo, Tenemos 


. {0er} = (0): =0. 
Por consiguiente, todos los elementos de la matriz del operador nulo 


son iguales a cero. Tal matriz se llama nula y se designa por el sím- 
bolo 0. 


le dimensiones n X m., Siendo fija- 
correlaciones (60.2) a todo vec- 
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Tomemos ahora un operador idéntico E. Para este operador on- 
contramos 

4 sii=h 

0, si tJ. 

Por esta razón la matriz del operador idéntico tiene la forma siguien- 
to. Es una matriz cuadrada en cuya diagonal principal so disponen 
Ins unidados. mientras que los demás Jugares son donpados por cero. 
La matriz de un operador idéntico se denomina matriz unidad y 3 
designa con la letra E. 

Nos encontraremos frecuentemente con un tipo más de matricos. 
Sean Aa, Ae» + » » An unos números arbitrarios del campo P. Gons- 
iruyartos una matriz cuadrada A la que tiene dichos números dispues- 
tos por la diagonal principal, mientras que en los restantes lugares so 
disponen coros, es dcir, © n 


{Eeh = les 


O da, 


Las matricos de tal índole se llaman diagonales. Si todos los elementos 
diagonales son igualos entro sí, la matriz so denomina esalar. En 
articular, la matriz unidad os escalar. Llamemos también disgona- 
las matrices rectangulares, construidas de modo análogo. Sí nos 
xoforimos a los correlaciones (50.2), establecoromos fácilmente cómo 
actúa el operador lineal con la matriz A. Esto operador “estira” la 
Cásima coordenada de cualquier vector Ay veces para todo i- 


Ejercicios. 
A E T 
Ip baa ir ip ein Ma en enia Daso ia matris dl parado. 
e 2 En el espacio X s halla dado el operador P de proyección sobre el 
o rre 
TA 


a Supon 
PAY la en X, complementario al núcleo i, 
un suos "Y complementario a Ta. ¿Cómo variará lå matriz del operă- 


$ Gl. Operaciones sobre las matrices 


Ya so ha mostrado que, siendo 
ijadas las bases en los espacios, todo operador lineal se define unf- 
vocamente por medio de su matriz. Por esto, las operaciones con los. 
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operadores examinados más arriba conducen a las operaciones bien 
determinadas sobre las matrices. En los problemas que actualmente 
Son de Interés para nosotros, la lección de una base no juega ningún 
Papel, razón por la cual los operadores y sus matrices so designan 
mediante las mismas letras, omitiendo todos Jos Índices concernien- 
des a los bases, 
amos que dos operadores iguales actúan del espacio m-di- 
X en el espacio n-dimensional Y. Puesto que los operado- 
res iguales so ponen de manifiesto de una manera igual, cualquiera 
que sen la situación, tendrán una misma matriz. Esto nos ofrece 
m fondamento para enunciar la siguiente definición. 

Las matrices A, B de dimensiones iguales n X m con los clemen- 
tos ayy, buy so aman iguales, si 


u ™ biy 
para i= 1, 2, 121,2. La igualdad de las 
matricos so indica dol modo siguient 


A =B. 

Supongamos shora, quo del espacio X on el espacio Y actúan dos 
operadores A, B. Consideraremos el operador C = A + B. Desig- 
nomos Jos alčmentos de las matricas de estos operadoras con ur 
an Bip, respectivamente, Con arreglo a lo di teriormente, 
ey = (Ces): Teniendo presentes la definición de la suma de opera- 
dores y las propiedades do las coordenadas de los vectores respecto 
a las operaciones sobre ellos, obtendremos 
ey = (Ceh = (A + B) ej = (Ae; + Beji = 

= {Aeh + (Be) = au + bir 


Por esta razón: 

So llama suma de dos matrices A, B de dimensiones iguales n X m 
con los elementos ary, byy una matriz C de las mismas dimensiones con 
Jos olomentos cın, si 


eym ay + by 
para i= 1, 2, . os, m, f = 1, 2, -... mo La suma de las matricos 
so designa con 

C=A+B, 


Se Mama diferencta de dos matrices A, B de dimensiones igualos 
n X m con los elementos ar, byy una matriz C de las mismas dimen- 
siones con los elementos cı, Si 


ey = au — bu 
m. La diferencia entre las 


para 14,2... m, J= 1, 2, 
matricos se indica con 


CA 
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Consideremos un operador A que actúa de X en Y y el operador 
C = 24 para cierto número %. Si a, c son los elementos de las 
matrices do dichos operadores, entonces 


y = {Cei = Aci), =A {Aeh = hain 


y Mogamos a la siguiente definici 

Se llama producto de la matriz A de dimensiones n X m con los 
slomentos ayy por el nimero à una matriz C de las mismas dimensio- 
nos con los elementos cy, sí 


ey = ay 
para im 1, 2, ..., m, f = f, 2, -sy m, El producto de una mo- 
iriz por un número so designa así 

Cmd. 


Sean dados un ospacio m-dimensional X y un espacio n-dimensio- 
nal Y sobre un mismo campo P, Según lo demostrado más 
siendo fijadas las bases en X, Y, entre el conjunto wry 
los operadores que actúan de X en Y y el conjunto de todas las 
cos do dimensiones n X m con los elementos del campo P tiene lugar 
na correspondencia biunivoca. Puesto que las operaciones sobre 
Jas matrices se introducían en concordancia con las operaciones sobro 
los operadoras, el conjunto de las matrices m X m, al igual que ol 
conjunto xy. representa en sí un espacio lineal. 

fácil mostrar una de las bases del espacio de matrices, Ésta 
sorá, por ejemplo, el sistema de matrices 409 para k = 1, 2, 
sag Me Pm f, 2, » s, m, donde los elementos al)? de la matriz 
AW) se definen por las siguientes igualdades: 


4, si lack, jmp, 
-fo on todos los demás casos, 


En ol espacio wry de base sirve un sistema de operadores con 
matrices A”), Do aquí concluimos que un espocío lineal de operado- 
res que uctáan de X en Y es un espacio de dimensión finita y su dimen- 
sión es igual al produeto mn. 

Supongamos dados tres espacios lineales X, Y, Z, con la parti- 
gularidad de que el operador A actúa de X en Y, el B, de Y en Z. 
Sean las dimensiones de los espacios citados m, n, p, réspectivamen- 
to. Convengamos en considerar que en X, Y, Zestán fijadas las bases 
ao 0 a Emo Qu = + ea Gan Tao >> -a Tp El operador A tiene la matriz 
TX m con los elementos ai y 


de Y, 


de ads 
El operador B tiene la matriz p X n con los elementos byy y 
É 
A T E 
sión quo debe tener dimensiones p X m, y sus elementos son como 
pr 
eya {Cem (BAe = ma ei 
al Zebaki Za 
¿a 
La fórmula obtenida nos dicta la siguiente definición. 
El producto de la matriz B de dimensiones p X n con los oler 


tos buy por la matriz A de dimensiones n X m con los elemento 
es la matriz C do dimensiones p X m con los elementos cy, Si 


rali= X da 
dim 2, bua, 


Yuu (614) 


para lod, 2, 0. 9) = £, 2, «ṣa m. El producto de las matri- 
cas so dosigon con 


eym 


C= BA. 


De oste modo, al producto se ha definido sólo para aquellas matri- 
cos, on las cuales ol número de columnas del factor izquierdo equiv: 
al número de filas del factor derecho. El elomento do la matriz del 
producto que se dispone en la intersección de la (-ésima fila y la 
Fésima columna es igual a la suma de productos de todos los ele- 
mentos de la t-ésima fila del factor izquierdo por los elementos corros- 
pondientes de la j-ésima columna dol factor derecho. 

Recordemos una vez más que entre los operadores linealos y las 
matrices tieno lugar una correspondencia bíunívoca, Las operaciones 
Sobro las matrices so introducían conforme a las operaciones con los 
oporadores. Por esta razón, la multiplicación de matricos está ligada, 
medianto la correlación (58.4), con la sumación y la multiplicación 
de la matriz por un númaro. 

Ya so ha observado que ol anillo de operadores y el grupo de todos 
los operadores regulares, que actúan en un espacio lineal, son no 
conmutativos. Para demostrar esta afirmación es suficiente, eviden- 
temente, hallar dos matrices cuadradas A, B tales que sea AB s BA. 
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Tomemos, por ejemplo, 
11 4 
o) zehi) 


2 1i 
sio a(i i) 


y ol carácter no conmutativo de la multiplicación queda demostrado. 

La operación de multiplicación de las matrices permite anotar 
cómodamonto las correlaciones del tipo (60.2). papi con ze 
la matriz de dimensiones m X 1, com] 13 coordenadas. 
vector z, y mediante yy, la matriz Ed ¡a X 1, compuesta 
por las coordonadas del vector y. Entonces, las correlaciones (80.2) 
serán equivalentes a una igualdad matricial 

Año Ye (01.2 

So Hama igveldad codenad, correspondiente a la igualdad opera- 
cional 


Cakulamos: 


Az yo 
forma matricial, las coordenadas de la prole 
a través de la matriz del operador. 


pr que desde el punto do vista 
a oporaciona parecen sr en 
luego, sò omitan los indi- 


¡te no importa d 
: de las matriciales o do las operacionales. 
lanto, de hecho, no haremos distinciones entre las igual- 
dados operacionales y coordonadas, Más aún, todos los conceptos 
Y hechas nuevos referentes o los operadores, los eztenderemos sin reservas 
a las matrices. 


Y 


Ejercicios. 
 Demuletres que Jas operacines sobe lat matrices están vinculadas 
a da operación de trampencidn medita los guientes correlaciones 
Armas AA 
(BY B: Aye 
2. Demvlere que todo Jines! de mango r puede representaron 
<a toman de una ama de oporto Morley 2., E presentare en Torma 
Sk vee um de ve número menor de eres 
sta 
ES 
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A. Sopongamos que para las matrices tuadas A, D se cumplo la igualdad 
matriz C. Demuéstreso que A = 
E "de uoa matiz cuadrada quo conmutable con 
una matriz diagonal dada. 


de Domusstse que para que uaa matriz sea escalar, es necesario y sufi- 
ciente que a conmutabia con todas ls matas cundéndas” 
A sima de elementos diagonales de una matriz 4 60 denomina (rara 


tA mra’, tr (ad) e antr A, 
MAHDA, tr (BA) = tr (AM). 
8. Domuéstroso que uaa matriz real A es nula, si, y slo ai, tr (44°) = 0. 


$ 62. Matrices y determinantes 


Las matrices desempeñan un pa- 
pol esencial en la investigación de los operadores lineales. Como 
modio auxiliar on las investigaciones se utiliza con frecuencia un do- 
tormínanto. Consideraremos ahora algunas cuestiones relacionadas 
son las matricas y los determinantes. A 
jupongamos que un operador regular A actúa on el espacio 
Su rango coincido con la dimensión de X. Según so deduco de 
fórmulas (80.2), esto significa que el rango del sistema de columnas 
de la matriz del operador coincide con su número. Esto es posible 
cuando, y sólo cuando el determinanto de la matriz sea distinto de 
coro. Asi pues, 
Un operador que actúa en un espacio lineal será regular cuando, 
y sólo cuando, el determinante de su matriz sea distinto de cero, 
La propiedad obtenida del operador regular sirvo de baso para 
las definiciones siguientes. 
Una matriz cuadrada so liama regular, sí su doterminanto os dis- 
tinto de cero y so llama degenerado, en el caso contrario. 
Naturalmonto, apoyándose en las propiedades correspondientes 
do los operadoras regulares, so puede decir, por ojemplo, que un pro- 
ducto de matrices regulares es, nuevamente, una matriz regular; 
todas las matrices regulares forman un grupo de multiplicación; 
cada matriz regular engendra un grupo cíclico, eto. La conexión oxis- 
tente con los operadores regulares permite afirmar que cualquier 
motriz regular A tiene, y además, una sola matriz A tal, que 
ACA = AA a E, (62.4) 


La matriz A-t e llama inversa de la matriz A. 
Empleando “el concepto de determinante, podemos indicar la 
torma explícita de los elementos de la mateiz inversa a través de los 
mores do la matriz A. Sievon de base para la resolución de este 
ema las fórmulas (40.5) (60.9). Teniendo presente la fórmula 
TL) para un elemento del producto de dos matrices, concluimos que 
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las ecuaciones (62.1) les satisface la matriz 
E 
da 


be a 
CE FE 
“Aquí d os el determinante de la matriz A; Ay, el complemento alge- 
braico do su elemento ay. Debido a la unicidad do la matriz inversa, 
ésta, puede tener sólo esta forma. E 
Introduzcamos unas designaciones abreviadas para los menores 


do una matriz arbitraria A. El menor, dispuesto on las filas fh, 
has + «+ dp Y en las columnas ‘to 


Consideraremos, adomás, que la coincidencia de algunos indicos 
en la fila superior (inferior) de la designación del menor significa que 
von olncidents lua filas feolumnas) dl miaro meno, 

rromeata 621. (fórmula Binel—Cauchy). Supongamos que una 
matriz cuadrada C de orden n es igual al producto de dos matrices rectan- 
gulares A y B, cuyas dimensiones sonn X m y m X n, respectivamente, 
con la particularidad de que m> n. Entonces 


EE R E PU 


Dexostuacion. Denotemos con ayy, bij, cs los elementos de las 
matrices A B, C. Por definición del producto de las matrices, tenemos 


cu X Suba 
Sustituyendo, los elementos de la matriz C por sus expresiones y sir 
viéndose de la propiedad de linealidad del determinante en relación 
a los vectores Columna, encontramos 


DAN 5 abro A an bna 
A a ns 


3 
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2 det 


Anubis D, ambt +++ E, anndan 


PS 
Ambar, bar «2, 


Epee y E 
[acia 
( z Juas 2 Dago (62,3) 
“no depende de los otros 


posición de lo- 
ción de los valo- 
posi vs 


as ko 

os de los Íadicos fis Sy, » <=; tas ordonada en forma crecio 
A 

donde Y es el número de transposiciones necesarias para transforma 

la pormmutación y Sos» - -s sa 8 la las k «> «s ka. En oste caso, 

dentro de los límites de un grupo de los valores de los índices s), 

Sas., Sas la suma de los sumandos correspondientes de (62.3) 


igual a 


De la corrolación obtenida deducimos la fórmula (82.2). 


M sa Paso A LA OTRA BASS ar 


conoLamo. El determinante del producto de dos matrices cuadradas 
ss ¿qual al producto de ls determinantes delos faciores. 
suma en la fórmula (62.2) constará, en el caso dado, de un 
sumando, por lo cual 


AB y (12m 
las 
o bien, o que os igual, 


det C = det A- det B. 


conoramo. Su gue una, matris cuadrada C de orden n, er 
¿qual al producto de dos matrices rectangulares A y B cuyas dimensi 
nes son n X m y m xn respociamente, con la particu dee 
m<n. En este cam, dot 

En ofocto, agreguemos e las matrices A y B n — m últimas colum- 
nas mulas y, corrospondientemento, n — m filas a cada una do las 
matricos. Las matricos obtenidas se convierten on las cuadradas do 
orden n, mientras que sus determinantes serán nulos. El producto 


do ostas matrices nos da la matriz C. Por ello, de acuerdo con ol pri- 
mer corolario, det C = 0. 
Ejercicios. 
Domuistrese quo para cualquier matriz regular 4 se verifica la Igualdad 


i 
(AY (AM, 
Y Ple que par calque mairia galer es vd a Sui 
ea tra ml iou 
AS quu paga entr sitis ca 4 de rl a i qui 
ha id A GA a a de, 
Aea my Ter E SARASA 
mi L Pu Gn eno ata dat 3w- 
cnalue mati ml 4 tdo o masora pi 


rd e: 
A IAA, a mo megas 


Em 
producto de 


Saaie de ahi 


ricos no es superior 
lación por una matriz 


$6. Paso a la otra base 


Siendo fijadas las bases en los 
espacios, la igualdad coordenada permite investigar totolmento la 
acción de un operador lineal. Evidentemente, cuanto más simple es 
la forma de le matriz de un operador, tanto más eficaz será la realiza- 
ción de dicha investigación. Generalmente Jas matrices de los opera- 
dores dependen de las bases y muestra tarea inmediata consiste en 
aclarar esta dependencia. 
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Soan er en, Y f Ja ~» »» fs dos bases de un mismo 
espacio m-dimensional X. Los vectores Jj. fas» . Jm se definon 
univocamento mediante sus descomposiciones * 
A= Puit Pasta +++ Pmstmo 
Te= Path Patek +++ Pt 


(63.4) 


Ín™ Pinti Panta + >> Pmmtm 


según los vectores ey, n, >.. €m » Los cooficientes puy determinan 
Ta motriz 


Paf Ps Pa -+ Pin 


Pmi Paa- Pam 
ln cual so llama matriz de la transformación de coordenadas al pasar 
d 


la base ey, a la base fa fos «s mo 
Tomemos un vector arbitrario z € X y descompongámoslo según 
los vectores de ambas bases, Sea 


$ia- 
Do acuerdo con (63.1) tenemos 


à te= 3 mu A mp 
-¿(Ínmda- FG mee 


Comparando los cosficiontes de e, en el primero y segundo miembros 
de las corrolaciones obtenidas, encontramos 


à Pimy 


para i m4, 2, .... m, Estas fórmulas so denomi: 
transformación de las coordenadas. Designemos, como hasta ahora, 
mediante z, y zy las matrices de dimensiones m x 1, formadas 

las coordenadas vector z en las bases correspondientes. 
fórmulas (63.2) muestran que 


1, = Pap (63.3) 

La matriz de la transformación de coordenadas debe ser regular, 
puesto que en el caso contrario tendrá Jugar la dependencia lineal 
entre sus columnas y, por tanto, entro los vectores fy, y 
Por supuesto, cualquier matriz regulares una matriz de cierta tran- 
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formación de coordenadas definida medianto la igualdad (63.3). Al 
multiplicar a la izquierda la igualdad (83.3) por la matriz P-t, obten- 


Gros 
3,2 Pozo 


Supongamos ahora que en el espacio lineal X vienen dadas tres 

El paso do la pri- 
lo dos procedími.n- 
tos: o bion directamente de la primera a la tercera o bion primero de 


la primera a la segunda, y después de la segunda a la tercera, No es 

difícil ostablocor la conexión entre las matrices lentes de 

la transformación de coordenadas. De acuerdo con (63.3), tenemos: 
zem Pzp y= Rap 2e = Stp 


De lus primeras dos correlaciones se desprendo 
ze = Pay = P (Rz,) = (PR) 2n 
de donde provione que 


producto de 
Examinemos otra vez el operador 
Elijomos on el espacio X dos 
¡slo Y otras dos bases gh, 


jases a un mismo operador igualdad coordo- 
Ya = Asta, (63.4) 
y on las otras dos bases, la igualdad 
Yi= Agp (63.5) 
En concordancia con estos pares de bases, para un mismo operador A 


tenemos dos matrices A ge Y Ay. 

mos con P la matriz de la transformación de coordenadas 
al pasar de la baso, - - -; ema la baso f, fm Y con Q, la matriz 
de la transformación de coordenadas al pasar do Qs + <=» Qa A fis + >< 
++ er ta. So tiene 


zem Pin v= QUe 63.6) 
Sustituyendo estas expresiones para ze, yg en (63.4), obtenemos 
Qui = Ayub, 
de donde so deduce que 
ve (OA peP) zp 
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Al comparar la igualdad obtenida con (53.5), concluimos que 


Ay = QA. 163.7) 
Esto es precisamente la correlación buscada que liga las matrices de 
un mismo operador en diferentes bases. 


Ejercicios. 


d; Dusu que al pasar a otras basas el rungo del matriz del operador 
no cambia. 
3 


el determinante de una 


lo real, si el determinanto 
"es positiva. Demuésreso 


$ 54. Matrices equivalentes 
y mafrices semejantes 


A todo opers 
tún del espacio X en el espacio Y lo corresponde un conjunto de sus 
matrices que se defino por la posibilidad de olegir diferntos bases 
en X o Y. La estructura de este conjunto puedo ser sustancialmente 
diforonte on dependencia de si son o no coincidentes X o Y. 

Dos matrices rectangulares A y B de dimensiones iguales so deno- 
minan equivalentes, si existén dos matrices cuadradas regulares At 
y S tales que se verifique 


A que ac- 


B = RAS. 
De (63.7) so deduco que dos matrices, correspondientes a un mis- 
mo operador lineal, siendo diferente la elección de las bases en X 
e Y, serán siempre equivalentes entro sí. No es difícil vor que la afir- 
mación contraria os también cierta. A saber, dos matrices equivalen- 
un mismo operador lineal en las bases 
adecuadamente elegi este modo, a todo operador lineal que 
aplica X en Y lo corresponde una clase de matrices equivalentes 
"meoRroA ssi Para que dos matrices rectangulares de dimension 
iguales sean equivalentes, es necesario y suficiente que tengan un mismo 
rango. 
DEMOsrRAcióN, Al multiplicar una matriz cualquiera por otras 
razón por la cual las matrices 


equis 
ces de dimensiones iguales tienen un mismo rango. Demonstraremos 
que estas matrices son equivalentes. Domostraren.os, además, quo 
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cada matriz de rango r es equivalente a la matriz 
(10...0.0...0) 


Soa dada una matriz rectangular 
cierto operador lineal A que aplica el 
>> + mon ol Y de baso gu» Gas - > « ga, Designomos 
to r el número de vectores linealmente independientes entro las imá- 
ares dels vectores do la bam dan, Au dí Sin perturbar la 
genar: nsiderat quo ie tiae da Are aaa A 
Sa inaano indepen. post conseguirlo 
"umerando, adecuadamente los vecto de la «bso. Los astanios 
estores Aarm =ou, Aami se expresan linsalmenio en Términos 
de los primeros 


an= Š casdey (04.4) 


parak =r + 4, .... m, Defívamos la base nueva fy, fo ++ -+ fm 
en X do la manora siguiente: 


[ E kl, hir 

ho $ (64.2) 
=Š an ker+i, i 
a X esn + m 


En oste caso, en virtud de (84.1), tenemos 


Ah=0 (043) 
parak =r +1, ..., m. Hagamos, luego, 
ahat (64.4) 


j= . r. Los vectores tr son, por hipóte- 
De hhoalmonie indapendientes. Cowpletétaosios con eros vectores 
frers « » -+ Ën hasta obtener una base en Y y 
dol operador A on las bases nuevas fr, 
coeficiontes de la k-ésima columna de di 
coordenadas del vector áfa 

Jas correlaciones (54-3), (4. 


tr: Do conformidad con 
Operador A coincidirá. 
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La matriz inicial y la 7, corresponden a un mismo operador, por 
lo cual son equivalentes. Consecuentemente, todas las matrices do 
un mismo rango son equivalentes a la matriz, y por esta razón son 
equivalentes entre sí. 

En el transcurso de la demostración del teorema hemos respondi- 
do a una pregunta muy importante: “¿Cómo se deben elegir las bases 
en los espacios X e Y, para que la matriz del operador lineal tenga una. 
forma más simple?” Además, homos mostrado a forma explicita do 
osta matriz más simpl 

La respuesta, tan sencilla y eficaz, resultó ser posible debido a quo 
las bases en X e Y podían escogerso independientemente una de la 


a un mismo espacio. El empleo de diferentes bases complicaría con- 
sidorablomente la investigación del modo con que actúa el operador 
contra los vectores del espacio X. Si la base es una, las matrices P 
y Q en (53.6) coinciden. Por consiguiente, a todo operador lineal 
que actúa en un espacio lineal lo corresponde una clase de matricos 
relacionadas por las correlaciones * 


B=PAP (04.5) 
ara dlorentas matrices regulares P. Las matrices de tl indole se 
llaman semejantes y la matriz P se denomina matriz de la transforma- 
ción de semejanza. 

La cuestión referente a las condiciones bajo Jas cuales dos matri- 
ces pueden ser semejantes se resuelve con unas dificultades bastante 
grandos y la respuesta so obtendrá más adelante, También es compli- 
cada la cuestión acerca de la forma de la matriz más simple entro 
todas las matrices semejantes. Los dos capítulos siguientes están do- 
dicados precisamente a las investigaciones de estos problemas. 


Ejereietos. 
A. Demuéntes que al criterio de equivalencia d las matrices y el criterio 
de sa sen pnan o Eee, a 
nd Dei que ls mts semeja pri uaa ta y wn dator 
"3: Domuésres que en una misma transformación de semejanza un grupo 
sc de marcos as an grupo ciclico. 
2 Declare qus e un ms tradi de semeari aber 


CAPÍTULO 8 POLINOMIO 
CARACTERÍSTICO 


$ 65. Valores proplos y vectores 
propios 


Supongamos que un operador lie 
neal A actúa en ol espacio X. Esto significa que a todo vector z € X 
o lo pono en correspondencia un vector y = Az del mismo espacio X. 
Puede ocurrir que para cierto vector no nulo z Ja imagen y la preima- 
gon son colinvales. Según veremos en lo sucesivo, una situación 

plificar considerablemento Ja investigación 


os eiii dd 
propio del operador lineal A, síompre que est los antro 
mediante la correlación Az = àr, 

Hemos de notar que si z es un vector propio correspondiente al 
valor propio A, todo vector colíneal az será también un vector propio 
Para æ y 0. Si al valor propio à lo corresponden dos vectores 
Pios z, y, entonces todo vector no nulo del tipo az + py también 
Sará un vector propio. Por definición, al vector nulo no es pro 
Por esto ol conjunto X, de todos los vectores propios que son combina- 
ciones lineales de cualquier número de vectores propios dados, corros- 
pondientes a un mismo valor propio }, no será un subespacio. En el 
caso de ampliar Xh, al agregarlo un vector nulo, X, se convertirá 
on un subespacio. Este último se denominará subespacio propio 
del operador A correspondiente al valor propio A- 

No es difícil comprender que todos los vectores no nulos del ospa- 
cio X serán vectores propios de los operadores O, E y aE. Cada uno 
de estos oporadores tiene sólo un valor propio que es igual a O, 1 y œ, 
respectivamente, y, consecuentemente, por lo menos un subespacio 
propio que coincido con todo el espacio X. El operador proyector P 
cuenta con dos totalidades de vectores propios: todos los vectores 
pertenecientes al campo de valores del operador P y todos los vec- 
tores pertenecientes al campo de valores del operador E — P. A la 
primera totalidad de vectores propios le corresponde el valor propio 
de == 1; a la segunda, el valor propio A = 0. En efecto, como P? = P, 
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tenemos 
P (P3) = Plz = Pa = 1- P2, 
P(E — P) z) = (P — P) z = (P — P) z = 0 =0-(E — P) z 


Por consiguiente, el operador proyector tiene al menos dos subespa- 
sios propios. 

vioneMA ssa Un sistema de vectores propios zy, Ze, - 

¿el operador A. que corresponden a los valores propios distintos 
Mar has» ns Dim ex linealmente independiente. 

Diiosmaación Los vectores propios son no nulos por d 

tazón por la cual el teorema os justo, a ciencia cierta, para 

Supongamos que es válido para cualquier sistema de m — 1 vectores 

y no es válido para los vectores z4, 7, Tw. En esto 

de dichos vectores será linealmente independiente, es 

tos números d, + a, Do iguales a cero simul- 


so verifica la igualdad 
mn + mt H ooo a m O. (65.4) 

Supongamos que a, + 0. Aplicando A a (85.1), obtendremos 
adn + ata +. dit = 0. (65.2) 


Al multiplicar (05.4) por Am y al rostarla do (85.2), hallamos 
E A 
aaa ona Oiga — Am) Zi 0. 


Conforme a la suposición inductiva, de aquí so deduco que todos lo 
ooficientes de los vectores zn za» .» », Zm- Son nulos, En particus 
Jar, 2, (y — Am) == O, lo que contradice Ja condición da 1 Am y la 
suposición m »é 0. Por consiguiente, el sistema de vectores xa, 
dm»: n Zm 88 linealmente independiente. 

conoamio, Todo operador lineal que actúa en un espacio m-dimen- 
sional no puede tener más de m valores propios distintos dos a dos. 

Es de mayor interés el caso on que el operador A en un espacio 
m-dimensiona! teno m valores propios distintos dos a dos. De acuerdo 
con el taorema 85.4, en este caso podemos escoger una baso del espa- 
cio compuesta Íntegramento de los vectores propios del operador A. 

El operador A què actúa en el espacio m-dimensional X so llama 
operador de estructura simple, si tione m vectores propios linealmente 
indopendiemtes. 

ii hecho de que entre todos los operadores lineales destacamos los 
de estructura simple so explica de una manera sencilla. Estos og 
dores, y sólo ellos, tienen en cierta base las matrices diagonales, Eteo- 
tivamente, sean z,, Za, - --, Zm los vectores propios del operador A 
linealmente independientes. Al tomarlos en calidad de los vectores 
básicos del espacio X, construyamos en la base citado la matriz del 


3 es. VALORES Y VESTORES PROPIOS. 225 


operador A. Tenemos 


Ar hit 


Recordomos que los elementos de las col 
tador coinciden con las coordenadas de las imágenes de 
de la baso. Por eso, la matriz A, del operador A tendrá en la base de 
los vectores propios la forma siguiente: 


Ahora, si ol operador A tiene en cierta base Xy, z}, ++ ., Zm UNA 
zonal con ciertos números Ay, An,- Am (no forzosa» 
mente distintos) on la diagon 


ipal, entonces zy, 2, 


tienen on cierta Dase unas matrices diago 
compuesta solamente delos vectores propios del parador La 
de cualquier operador de ost le se 
“alargamiento” de las corder 

todos los operadoras lineales tuvi 
reforonte ción de la base en la que la matriz del operador tonga 
una forma más sencilla sería resuelto por completo. No obstant 
Jos operadores de estructura simple no se agotan todos los oporadores 
lineal 


Ejercicios. 


an io Supongamos que leerlo 4 tiene aa vet, propio = corrupondienie 


emuéstree que para el oper 
mtma t o aA 


car e Se núme, el vetor z ser también, propios 
fnis, dian o Propio a a t j ai Dri 
"P Demaésirono qu os opio A y 4 — E oa los mimmi Vectores 
propion; cualesquier que sean el operador A y ei número a 

P3. Demuéstrese que si operador A es regolar cuando, y sôlo cuando, no 


peoples 
smuéltreze que los operadores A y A- tienen los mismos vectores 
propios, cualquiera qus sea el sporadar regular A. ¿De qué modo tido. Tol 
Elonados entre si los valore propios de Estos operadore” 
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5. Demuéstreso que si ol operador A es de estructura simple, el operador 
ERA pd 
es también de estructura simple, 


"e Demulatres que un operador de difereecnción que actúa en un espacio 
ardor Be estucia simple” css los veian propies 


7. 
matri diagonal. Demuin que dicho operador es de estructura simple 
ilens tdos ur vaciones propioa y valors propios. s 


$ 06. Polinomio característico 


No todo operador linea! tiene 
aunque soa un solo vector propio. Supongamos, por ejemplo, que un 
operador actúa en ol espacio Y, y realiza ol giro de cada segmento di- 
vigido alrededor del origen de coordenadas a 90 en el sentido con- 
trahorarío. Es evidente que en esto caso la imagen y la preimagen nun- 

y el operador no tendrá ni un solo vector propio. 
investigar la cuestión de existencia de los vectores propios, 
deduzcamos primero una ecuación la que satisfacen todos los valores 
propios del operador linea. 

'Eupongamos que el operador lineal A actúa en el espacio m-dimen- 
sional X prefijado sobre el campo P. Sı el operador dispone de valor 
propio A, correspondiente al vector propio z, entonces, por defini- 
Sión, queda cumplida la correlación Az = z. o bien, lo que es igual, 


QE — A) = 0. 66.1) 


El vector z es no nulo, por lo cual de (80.1) s deduce que el operador 
AE — A es degenerado. Do este modo, los valores propios del o; 
dor A son aquellos números +. de P, y sólo ellos, para los cuales el 
operador 2E— A es degonerado. 

Fijemos en el espacio X cierta base ej, en: - --; tn Y dosignemos 
mediante A, la matriz del operador A eo dicha base. El operador 


JE — A es degenerado cuando, y sólo cuando. sea dogenerada su 
matriz AE — A, es decir, cuando 
det QE — A.) = 0. (60.2) 


La determinación de valores propios no ha sido ligada con la elec- 
ción de la base on el espacio X. Por esto los números à del campo P, 
que satisfacen la ecuación (60.2), tampoco deben depender de la base. 
En realidad, no depende de la elección de la base el primer miembro de 
¡quiera que sea à, aunque formalmente esta dependencia se 
do. Supongamos que en cierta otra base fa fa. -- o fm 
el operador A tiene la matriz Ay. Conforme a (54.5), las matricos 
“4. y Ay están ligadas entre sí mediante Ja correlación 


41=0%40 
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donde Q es una matriz regular. Ahora, con cualquier % de P encon- 
tramos. 

det (AE — Aj) = det MQE0 — 04 Q) = det (Q7 QE — AQ) = 

= det Q= det (E — A,) det Q = (dot Q)“ det AE — A) det Q = 

= dt QE — Ad. 

Al tomar en consideración la expresión del determinante de 

la matriz en términos de los elementos do ésta, es fácil entender que 

el primer miembro de (50.2) puede ser representado en la forma: 

dot QE — E H on o H mA H amd, (68.3) 


Los coeticiontes so calculan de tal o cual manera sogún 
los elementos de ia As y no dependen de A. La potencia má. 
xima de 4 sólo figura en el producto de los elementos diagonales de 
la matriz AE —Á, y, por ello, 


anmi 
Ho aquí la expresión explícita para dos cooficientes más, A sabor, 

de (Adot An ana lA 
Se puede suponer, en general, que al representar el doterminanto 
dot QE — do'h, parn ello diforontos 
métodos, obtendremos d 
(60,3, ma 
en lo que siguo se mostrará que a 


cómo so realiza su cálculo. Teniendo en cuenta q 
det (E — A) no depende de la base, llegamos a 
cientes a -a Son, en realidad, las características del opera- 
dor A. La función 
10) ma taht... Han 

se denomina polinomio característico del operator A. 

A todo operador lineal so le atribuye un polinomio característico. 
Lo recíproco es también cierto, Todo polinomio del tipo (66.4) es 
característico para cierto operador lineal. A titulo del úno puedo 
sore por ejemplo, um operador cuya matriz 4, tiene on alguna ba 
la forma sigui 


(06.5) 


a, recurriendo 
al teorema de Laplace para calcular el determinante det QE — A). 
Las matrices del tipo (06.5) se llaman matrices de Frobenius. 
'Para que el uimero } del campo P sea el valor propio del opera- 
dor A. es necesario y suficiente que satisfaga la ecuación 
atah. +1%=0 
es decir, que sea una raíz del polinomio característico. No en cual- 
uier campo P ni mucho menos, todo polinomio con los coeficientes 
lo P tiene aunque sea una sola raíz de P. Como ejemplo puede indi- 
carse el polinomio %* + £, que no tiene raíces ni en el campo de nú- 
meros racionales ni on el campo de números reales. 
El campo P se llama algebratcamente cerrado, si todo polinomio 
con los coeficientes do P tiene al menos una raíz de P. 
“Así pues, si un operador lineal actúa en un espacio dado sobre un 
campo algebeaicamonto cerrado, tiene sin falta por lo menos un solo 


tiene sólo uno de ellos, a saber, el campo de n 
Nuestras investigaciones más próximas están dedicadas a la demostra- 
ción de que dicho campo es algebraicamento cerrado. 


Ejercicios. 


4. Hóllcws el polinomio característico para los operadores nulo o idéntico. 
Z. Hállese el polinomio caracteristic» para el operador de difrenciación. 
$. ¿Será sola de unidad de operadores a conciencia delos polinomios 


an q adri y 4 o pl 

e t la a a Ml 
SEE cu era a q 0 
o nep ea 

aa a a a NT 


$67. Anillo de polinomios 


En algunos ejercicios 
hemos atraído la atención del lector a las propiedades 
de los polinomios. En relación con el estudio del polinomio caracte- 
rístico ostas investigaciones serán continuadas. 
Sea dado un campo arbitrario P. Consideraremos un conjunto de 
polinomios, es decir. de funciones del tipo 
matar... tas (67.4) 
dependientes del argumento z, que toma los valores de P, y que tie- 
nen Jos coeficientes ap, - - -. aa de P. Convengamos en que f (+) es un 
polinomio de grado n, siempre que a, = O y los coeficientes de núme- 
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ros mayores sean nulos. El único polinomio que no tiene grado deter- 
minado es aquel cuyos coeficientes son todos iguales a cero. Llamé- 
moslo polinomio nulo y lo designeremos con el símbolo O. 
Dos polinomios se considerarán Iguales, si son iguales todos sus 
coeficientes de los argumentos de potencias iguales. 
Sean dados, ahora, los polinomios f (+) y g (z) de grados n y s 
Denotemos 


aP Ha, 
Emb hb +b tot 
y Supongamos, para concretar, que n> s. Se denomina suma / () + 
+ g (£) de los polinomios / (z) y g (2) el polinomio 
(Arata bete 

dondo eu m ay + by para todo Is, y cym 
La potencia do la suma de los polinomios 
pero será inferior a n, para n = s, siempre 

So llama producto f ()-g (z) de los polinomi 
nomio 

teeb md ht 0 +d, 

donde 


(67.2) 


a do 
1 (0) y g (2) ol poli» 


AA dt, 


para t = 0, 4, . . .. n + s, El coeficiente d es la suma de productos 
de aquellos cooficientes de los polinomios / (z) y g (2) cuyos fndicos, 
siendo sumados, dan 1. Por ejemplo, 


última igunldad se desprende quo d, +, O, por lo cual la 
del producto de polinomios no nulos e igual ala suma de 

los factores. Por consiguiente, el producto de los poli- 
nomios no nulos es un polinomio no nulo, 

Como caso particular del producto de los polinomios interviene 
el producto af (z) del polinomio f (a) por el número a, puesto que un 
número no nulo puede considerarse como un polinomio de grado nulo. 

El conjunto de polinomios con les operaciones introducidas más 
arriba representa en sí un anillo conmutativo. No nos detendremos on 
comprobación de la validez de todos los axiomas. 

TEOREMA 611. Para cualquier polinomio | (£) y el polinomio no 
mul e (e) pueden hallarse los únicas polinomios  () y r (£) tales que 
se verifica la ecuación 


eeh (61.3) 
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eu, de Partieilarižaà de que oi grada der) star at de 0) 
o bien rG) = 0. 

bemoracioN. Supongamos que los polinomios / (+) y g (2) son 

de grado n y». Si n < 0 bien f (£) = 0, entonces en la descomposl- 

ln (07.3) podemos hac  () = O, 7 G) =/ G). Supongamos, por 

Hepresentomos los polinomios? (2) y g (e) conforme a (67.2) y haga- 


mos 
to- praha. (67.4) 


igual a m, y su cooli- 
ciente mayor es aiy. Es obvio que m < n. Si m >, hagamos 
o 


ha- ine hl (67.5) 
Designaremos medianto n, el grado y mediante asy, ol cooficiento 


h m> £, hagamos otra vor 
D 


AN (67.5) 


“Los grados do los polinomios /, (2, Ja (2), ;  . van decreciendo. 


Supongamos que el grado del polinomio f, (+) 


eto, 


D ello, roalizados un número finito de pasos, llegaremos a la igual- 
o 

hat) ra lato (61) 

on la cual ol polinomio fa (£) o bien es nulo o bien su grado m os info- 


Fior a s. En este momento el proceso so para. 
“Sumando ahoro todos las ¡gualdados 
obtendremos 
o a 
10 (prin ON OS 


Esto es testimonio de que los polinomios 


tipo (67.4) — (87.7), 


A g-o 
O E aa N] 


satisfacen la igualdad (57.3), con la particularidad de que o bien 
E) 0, o bla al gado dl poliza rf) es Taisit al rudo 
mostraremos ahora que los polinomios g (z) y 7 (2), 
facon la condición del teorema, son únicos. Supongamos qu 
además los polinomios q' () y 7” (z), para los cuales 


(O=04W0+T O. 


satis- 
xiston 
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con la particularidad de que o bien 7 (+) =0, o bien el grado de 
e (s) es inferior al grado de g (z). Entonces 
AA =r -ro 078) 
El polinomio en el segundo miembro de esta igualdad o bien es 
mulo o bien su grado es inferior al grado de g (z). Mientras tanto, el 
polinomio en el primer miembro tine, 9007 (0%0, 
un grado que no es inferior al grado de g (e). Por esta razón, la igual- 
dad (67.8) se verifica sólo en el caso en que 
eoero roere 
El teor da de strado to. 
E E TT 


por g (3), y r () es el resto do la división. Si el resto es igual a coro, 
Eeer que Y e lo divide poz g (9 y al poopie volizamia, (4:00 


amará divisor del polis G). 
¡ón do un polinomio arbitrario no nulo 


Considoraromos 
1 (e) por un polinomio de primer grado z — a. Tenemos 


1O = eag) +r G). (07.9) 
Puesto que ol grado de r (z) debe ser inferior al grado del polinomio 
2 — a, entonces r (r) es un polinomio de grado nulo, as decir, una 
constante. Esta constanto so puede determinar con facilidad. Sosti- 
tuyamos en el primero y segundo miembros de la correlación (87.9) 
= a y encontramos que r (:) = f (a). Así, 

1) = fe — a) g () + 1 l). (67.40) 

Para que el polinomio / () se divida por el polinomio z — 
os necesario y suficiente que f (a) = O. Los números a, para los cua- 
los / (a) = O, suelon Ilamarso rafces del polinomio / (z). Do osto modo, 
la búsqueda do todos los divisores lineales del polinomio os equiva- 
lonte a la búsqueda do todas sus raíces. 

El empleo de la fórmula (07.40) pormito hacer la siguiento deduc- 
ción. Para todo número a de P un polinomio f (+) de grado n puedo 
ser representado de un modo único en forma de la descomposición 
en potencias (z— a): 

4) = Ar + As 


hd Ana e a 
+ An (2— a)", (67.11) 


donde Av, - --, Ay son los números de P. 

La oxi de aunque sea una sola descomposición (67.14) se 
establece de un modo relativamente sencillo. Al dividir f () por 
(— a), obtendremos el cociente g () y el resto Ay, relacionados 
mediante la igualdad 


1-0 


an 6) + An (67.42) 
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tendremos 
(db) + Ar (6143) 


Rouniendo (67.42). (67.43), encontramos 
T = l — aP ga (6) + A; (0) + Ao 


sucesiva, l proceso se parará dentro 
la descomposición (67.11). 

Supongamos ahora que la descomposición del mismo tipo 
ha obtenido de algún otro modo y tiene los coeficientes Al, - . 
Al designar 

MAA Aiei (0) ++ + AR 

de n. Concluimos que 

K= (00) gas (+ Aia (67.14) 


pora i= 


En esto caso, naturalmente, g; (z) = f (s). Comprando (67.12) 
dls Y unidad iet or 
pü) = 
deseos 


(67.14) para i= O, y tom 
ciente y del resto, llegamos a lo conclusión de que Ag = A; 
= qi G), De modo análogo se demuestra que los otros cool, 
son también iguales. 


Ejercicios. 


1. Demuésireso que en el anillo de polinomios no lr 
muro ce, 
E ET rió uae 
po fc y o ld op o n 
NA 


RAD fil 


POr F O omuístrese que en las descomposicints (87.1), (07.49) para un mismo 
patinai T a Saksaa oe y Ae ialaa 1* 0TN ee 


$68. Teorema fundamental 
del álgebra 


Procedamos a demostrar una de 
las más importantes afirmaciones, es decir, el teorema acerca de 

o 'el campo de números complejos es algebraicamente corrado. 
Esto teorema es de amplio uso en las más diversas ramas do les mato- 
máticas. En particular, en este teorema está basada toda la teoria 
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ulterior de los operadores lineales. Conforme a la tradición estable- 
cida, se llamará teorema fundamental del ál 
"hemos de mostrar que todo polinomio de grado n > 1 
iz que e, en el caso 
neral, compleja. Consideraremos al principio unos polinomios del 
¡o an pa 


ee. (68.4) 
Representemos los números complejos z en la así llamada forma 


triangular 
= r (cos q + £sen 9). 

Aquí, r es un número no negativo, lamado módulo dol número z, 

y w es un número real llamado argumento del número z. Está claro 

que para todo número z el módulo está definido univocamente, Para 

los números z no nulos el módulo está definido, salvo un número 

múltiple de Za; para z = O el argumento no está definido. Formando 

el producto de dos números complejos 

zmrlosy+isng)h, v= p (cos) + isen 9), 

encontramos 

ze = rp (cos q + tson y) (cos y + Esen y) = 

= rp feos (0 + 4) + dson (y + y) 


Do aqui deducimos que 
Pr cos my + 1 sen ng). 

Esta igualdad lleva el nombre de Moire. Permite hallar con 
fncilidad las raíces de la ecuación (08.4). En efecto, supongamos que 
el número complejo a está representado en la forma triangular 

a = a (cos 0 + tsen O). 


La ecuación 


respecto de z es 
a (cos 0 + £ sen 0) = 7” (cos ng + f sen ng) 


respecto de r y q. Mas, la última ecuación tiene, a ciencia cierta, 
tales soluciones para k = 0, 1, 2, 


=+Yñ 
RR a 
amta (ee LE y cool) 0 


son las raíces de la ecuación (08.1). Llamaremos estos números raíces 
de n-ésimo grado del número a y las designaremos mediante el sim- 


CAP. A POLINOMIO CARACTERISTICO 24 


üs 
Ahora, sea dado un polinomio arbitrario f (z) con coeficientes 
complejos. Considerarémoslo como una función compleja del argu- 
mento complejo z. Para tales funciones, al igual que para las fan- 
ciones reales de un argumento real, puedon introducirso las nociones 
de continuidad, derivada, ote. Do éstas no todas las nociones las 
"necesitaremos en una modida igual, poro todas ellas se basan en ol 
ompleo de la completitud del espacio de números complejos 
Jna función compleja uniforme / (+) del argumento complejo z 
en lana cms q el punto sl para, todo mimara + > O, tan 
pequeño como so quiera, existe ua 8 > 0 tal quo pare cualquier númo- 
Fo complejo £ que satisfaco la dosigoaldad 


lis 1<8 


tendremos 
1116) 1<e 
La función / (a), continua en todo punto del campo de definición, 
se denomina conitnua en todo punto o, simplemente, continua. 
iama ss, EI polinomio f (3) co, cofcans complejo es una 
+ 


OELE TERRENT 63 


que za es un número complejo arbitrario fijado. Desig 
žo. Mostremos que para cualquier número e 
tan pequeño como se quiera, se puede hallar tal $ > 0, que, 
1h |< 5, se cumpla la desigualdad |f (z) — f (z4) 1< e. 
Al desarrollar ol polinomio dado f (+) en potencias de (z — zo), 
obtendremos 


tSt 2) +... + An a 
Puesto que Ay = f (to) y (2 — z) está designado con h, resulta 
Ieta) (68.4) 
Do aqui proviene que 
Itete AH 
+14, lIAP=4 (AD (685) 


La función real A (J |} es un polinomio con coeficientes reales 
| 4; | respecto de la variablo real 14 |. Según se sabe del curso del 
análisis matemático, 4 (| ) es una función continua en todo punto 

en particular, cuando |A |=0. Como A (0) =0, por 2>0 


ndo 
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dado so puedo hallar tal 6 > O que para 
14]<5 685) 
AÑAD<e 


Tomando on consideración la desigualdad (68.5), concluimos que si 
se cumplo (68.0), se cumplirá también la desigualdad 


lts + h) — F (o) 1< 
conoranso. El módulo de un polinomio es una función continua. 
Dicha afirmación se deduco inmediatamente de la siguiente co- 
relación: 
IFE) 160 de 


conoLamo, Si una sucesión de números complejos (3) converge a tp, 
para todo polinomio f () 


tendremos 


(6) = (2+ 
ima ma Si el polinomio f (s) de grado n >> 1 no se anula cuando 
2 = to, entonces siempre existe un número complejo h tal, que 
1A le HAI IA Go) le 


jos muevamente ol desarrollo (88.4). 
Ar el primer 


pEMosmactoN. Ex 
Supongamos que entre los coeficientes Aj, Ay. 
eouficionte distinto de cero es Ar. Tomemos 


1: Y IE, wn 


donde a título de raíz do la k-ásima potencia se toma cualquiera 
de los valoros de este cooficiente y 


0St<t. (68.8) 
ara, (V=. 


“Ahora, teniendo en cuenta (68.7), (68.8), de (58.4) encontramos 
SN EA 
LIU P) (eo) |H T l Basa ld H e LB, = 
AIDA Bn l+ HAB | 
1166) Le PCIA 1] Bnl 
POT 1B, D= 1f o) 1+ PB (D. 


Designaremos 


En definitiva tenemos 


NE lea +h) IS 1 (a) 1 +88 (0. 
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La función X (t) es un polimomo con cooficientes reales y el argu- 
mento real £. Es una función continua. Pero, B (0) = — | f (z) | < 
< 0, razón por la cual, en virtud de la continuidad de B ((), existe 
tal £, dentro de los limites O< tẹ < f, que B (f) será también 
ivo. Para el número complejo h, que se determina me 
ol número to. de acuerdo con (08.7) obtendremos 

(GANSOS 1684) < I a)l 


Lama 613 Para todo polinomio f (:) de grado n > 1 y toda suce- 
sión infínita de números complejos (za) se verifica la correlación limite 


Mm ifd +00. (68.9) 


DEMOSTRACION Consideraremos el polinomio (58.3). Para cual» 
quier 4 0 encontramos 


laten (1-] set Jaj). (68.40) 


Puesto que la sucesión (21) es infinitamente creciente, entonces 
lalale +o. 


El segundo miembro de la correlación (68.10) es una función real, 
por lo cual. calculamos 


a (1 Epa” 
Pero, para el otro factor de (68.10) tenemos 
majake +o, 


pr)=a 


Por consiguiente, la correlación (68.9) es válida. 

Ttonesia 481 (teorema fundamental del álgebra). Todo polinomio 
LL) de grado m 2 co eisficienter complejos tene por lo menos una 
Fals, que es, en el caso general, . 

hmmosmucion. Gonsideraremos “en conjunto de toda claso de 
valores del módulo del polinomio / (z). Puesto que |/ (s) | > 0, 
esto conjunto está acotado inferiormente. Del curso del análisis 
matemático sabemos que cualquier conjunto no vacío de números 
xooles, acotado inferiormente, cota inferior exacto. Supon- 
gamos que para el conjunto de valores |? () | esta cota es 1. Ésto 
significa que para cualquier número natural & se puede hallar tal 
número complejo z4 que 


OSI) IIS 
De aquí se deduce que 
Mm 116) 1 La 68:11) 
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AS 
ye 


Conforme al corolario del lema 68.1, el módulo 
es una función continua. Por consiguiente, 


From Men 1/6 ll 
o= Ma 1a 


Si L 0, del lema 08.2 se desprende que existo tal número zo 
jara ol cual |7 (z,) | < L Esto contradice a que L es la cota inferior 
zacta de los valores del módulo del polinomio, razón por la cual 


> sí pues, hemos probado la oxistencia de un número complezo z, 
sal, que 1769 10, 6, lo que es igual, 


teà 0. 
Esto significa que z, es la raíz del polinomio (2). 


Ejercicios. 
Decmuíetes que sl conjunto de tods Jas ralean de nio grado del 


a pas aie eds Tada ia 
E ans ger pa s a aeaiia de aimata Somo (9) 
e gaiean ts U D e P 
aa on Li pta y de gnd a > 1 y ado 


nimio compi su pi A I gin (LS 
Ta outra que ds ls ns del polinomio (08.3) hall dentso 


aa 
A 


3, Rugiéndmo por el mismo esquema que se ba usado para lon números 
«complace de sdemintees qu al campo de nlmoros rentot os slgubrlca 
cala Cora. ¿Bn quí Tapar la «demostración na Mono analog 


(en 


$69.  Corolarios del teorema 
Tandamental 


Del teorema fundamental se do- 
duce toda una serie de corolarios. Consideraremos los más impor- 
tantes de ellos. 
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El polinomio / (+) de grado n>1 con coeficientes complejos 
tia Par lo oda ala Pot sata, 0 puma o doma 
i 1O = eag eh 
doni (2) es un polinomio de grado n — 1. Los coeficientes del 
polinomio 4 (3) son, como antes, números enpiajos. Por consi- 
guiente, q (2) tiene la raíz 3, (siempre que n > 2) y 
ET 
de dondo se deduce que 
106000. 
Continuando este proceso, obtendremos la descomposición del poli- 
nomio en un producto de factores lineares: 
10) =b—2) (6%)... E a), 
dono b es up cert número. Abriendo los paréntesis en el segundo 


la descomposición obtenida y comparando los coofieion- 


cias con los coeficientes a, del polinomio / (+), llegamos 
:onclusión de que b = ey. 


Entre los números žy, ža,» -, 2a Pueden haber números iguales. 
Supongamos lla, que 2 3 Son distintos ds 
a dos, mientras que cada uno de los números zry, » -., 2a 0s igual 
uno de los primeros. En este caso el polinomio / (z) puodo escribirso 


n Ia forma: 
Ha) ma, (1—2) (1—2) 
donde 5; z; cuando i% f, y, adomás, 
ktkt... tk =n 


La descomposición (69.1) se denomina desomposición canónica del 
polinomio f (3) en factores. 

Para ol polinomio / (+) la descomposición canónica es única, 
salvo el orden on que se disponen los factores. En efecto, supongamos 
que a la par con la descomposición (69.1) existe otra descomposición 
canónica, por ejemplo 


Hamalo (1v... (6, 
En esto caso sorá vorídica la igualdad 
A A (ewh (2e nn. (E= on). 
(69.2) 


Observemos que la totalidad de los números 7,, . . .. z, debe coin- 
cidir con la de los números 03, - por ejemplo, z, no es 
igual a ninguno de los números v}. - - -, Das entonces, al sustituir 


(=a. (69.1) 
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2 = z en (69.2), obtendremos tero en el primer miembro de la igual- 
dad, mientras que en el "miembro, un número diferente de 
cero. Asi pues, si existen dos descomposiciones canónicas del poli- 
nomio $ (), la igualdad (60.2) sólo puede tener esta form 


(=a (ajo (a o (a (a. (629) 
Supungamos, por esemplo a 
Adal dor de lë dima eu por SL 
mismo” divisor (2 — s)", llegamos a que 
E (mae OA (=a 
Otra voz, al sustituir aquí z = z, vemos que en el primer miembro 


de la igualdad figura cero y en el segundo miembro, un número 
diferente do cero. Do esto modo, la unicidad de la descomposición 
canónica queda demostrada. 

'Si en la descomposición canónica (69.1) k, = 1, entonces la raíz s, 

; en cambio si ky > 1, entonces la raíz , so denomina 
i nombre de multiplicidad de la raíz s4. 
domos enunciar una deducción muy importanto: 
Todo polinomio de grado n> con coeficientes complejos tiene 
n ralces, sl cada una de las raíces se cuento tantas veces cual es su mul- 
hpheidad, 

Un polinomio de grado nulo no tiene raíces. El único polinomio 
que tiene un número tan grande como so quiera de raícws distintas 
dos a dos es el polinomio nulo. Haciendo uso de lo citado, podemos 
enonciar la deducción siguiente: 

S: dos polinomios f () y £ () de grado no superior a n tienen valores 
iguales para más de n diferentes valores del argumento, todos los coefi~ 
cientes correspondientes de dichos polinomios serán iguales entre sí. 

'En alecto, el polinomio / (s) — g () tiene, por hipótesis, más 
raíces. Pero su grado no es superior a n, por lo cual f (z) — £ (4) = O. 

“Así pues, un polinomio f (). cuyo grado no es superior a n, so 
determina completamente mediante sus valores para cualesquiera 
n$ 1 diferentes valores del argumento. Esto permite restablecer 
el polinomio por medio de sus valores. No es difícil señalar 
explícita de este polinomio “restaurador”. Si el polinomi 
foma. para los valores del argumento ay,- +=; pgs 108 
FU). ><» f (Una). entonces 


Está claro que el grado del polinomio en el segundo miembro no 
es superior a m, y en los puntos z = arel polinomio toma los valo- 
mes J (21). Un polinomio construido de esta manera se denomina. 
polinomio de interpolación de Lagrange. 
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Examinemos ahora un polinomio / (+) de grado n y supongamos 
QUE ži» ža» > » -, En son sus raíces escritas tantas veces cual es la 
multiplicidad de cada una de ellas. En este caso 


100 (22)... (ea) 
Multilicando las expresiones oacerradas entre paréntesis que figu- 
ran enel segundo miembro, reduciendo los términos semejantes y com. 
parando los coticiontos obtenidos con los de la expresión (08.3), 
Podemos deducir las siguientes igualdades: 


Puto 
E APA 


OS 

alan (A 0 po 

Estas igualdades so llaman fórmulas de Viète y expresan los costi- 
«inten de un polinomio an términos de sus maios 7 


En el seguado miembro de la k-ásima igualdad figura la suma 
de toda clase de productos de k rales tormad le e 


1ontal del álgobra referentes a los polinomios con coeficiontes 
reales. Supongamos que el polinomio 

Homar tato. hat 
gon coeficientes realas tiene una raiz compleja (pero no real), es 
decir, 

aha amO, 
La última igualdad no se violará, sí todos los números en ella so 
sostituyon por los ni sjos conjugados. N 
Jos coeficientes ag, - . ., an y el número O, siendo números reales, 
quedarán en esta sustitución intactos. Por ello 


atadta” =D, 


es decir, #0 = 0. 

Do aste modo, si un número complejo (pero no real) y es una 
raía del polinomio 7 (z) con coeficientes reales, entonces el número 
complejo conjugado v también será raíz de f (s) 

De aquí so deduco que el polinomio f (z) se 
nomio de segundo grado 


oaee- 


ividicá por un tri- 
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cuyos coeficientes son reales. Haciendo uso do esto hecho, demostro- 
mos que las raícas v y y son de la misma multiplicidad. 

Supongamos que Ía multiplicidad de ellas es k y 1, respectiva 
mente, y, por ejemplo, k> (l. En este caso f (z) se divide por ol 
Tásimo grado del polinomio y (+), es decir, 


10-460. 


El polinomio g (z), representando en sí un cociente de dos polino- 
mios con cooficiontos reales, tiene también coeficientes roles. Por 
hipótesis, el número v debe ser la raíz do multiplicidad (e — 1) de 
este polinomio que no tiono raíz igual a y. Do acuerdo con lo demos- 
trado anteriormente, esto ao os posible, razón por la cual $ = L. 
Do osta modo, todas las raices complejas do cualquir polinomio de 
cooficiontos roalez son complejas conjugadas dos a dos. De la unicidad 
de la descomposición canónica proviene la siguionto deducción. 

Todo polinomio con coeficientes reales puedo ser roprosentado, 
salvo el orden on que so disponen los factores, de un modo único en 
forma del producto de su coeficiente mayor y los polinomios con 
cooliciontes reales. Los últimos polinomios tionon sus coeficientes 
mayores equivalentes a uno y son liaealos, si corresponden a las 
ralcos realos, y cuadráticos, cuando corresponden a un par de raícos 
complojas conjugadas. 

or fin, viene la deducción más importante, en aras de la cual, 
on esencia, so demostraba el teorema fund: 
Supongamos que ol o] 
Los valoros propios de 
polinomio caractorístico. 
tador A tione por lo monos un valor propio à. Por cons o, 

Todo operador lineal que actúa en un espacio complejo lineal tiene 
por lo menos un vector propio. 

Ha do ser observado que si ol operador A actúa en un espacio 
real y racional dicha deducción ya no es justa. 

En relación con los valores propios se empleará la misma termi- 
nologia que se ha aplicado respecto a las raíces del polinomio En 
particular, un valor propio se llamará simple, si es una raíz simple 
del polinomio característico y minara máltipl 
contrario. Se llamará multiplicidad del valor propio à la multipli- 
cidad de À, al intervenir ésto oa calidad de raíz del polinowio carac- 


drástico. 
Ejercicios. 
1. Demuéstrese que si el nimero complejo a 0, para todo número astu- 
gap pie eaaa mos pies eta caya mina polaca 6 
2. ¿Do qué modo están ligadas entro si las raices de los polinomios Y (i) 
y 16 a) donde a es ua nomaro complere? 
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3. Supongamos que el polinomio / (+) con coeficientes relés, de grado 
10 a Tona N ls da 
monta" Domuérea que (g) es ua polinomio de grado malo, 

ra Demian Es cti pliz de gro mpat, o cocos 
rel: Derio que el polinomio / 65) tiene por lo menos upa raiz en cada 
o] se 


"<y yE 
S, Duátnsque e operador 4 an de atroces nimple, evando, y lo 
BALS SIESLE meree 


CAPITULO 9 ESTRUCTURA 
DEL OPERADOR LINEAL 


$70. Subespuclos invariantes 


Los investigaciones que 

aa realizarán bajo el supuesto de que sl operador linoa) vieno Sado 
en un espacio complejo X. Como ya se ha indicado antes, dicha supo- 
sición asegura que para cualquier operador lineal existe al menos un 
vector propio. 

El subespacio L de un espacio lineal X so denomina Envaríante 
respecto del operador A, si para todo vector z de L su imagen Az 
porteneco también a L. 

Todo operador lineni tiene a! monos dos subespacios invariantes 
txtaler: ol vabospaco nulo y todo el espocio X. Signiticaclón esoncial 
sólo tionon los subespacios invariantes no triviales. A los sub 
cios somojantes pertenecen, por ejemplo, los subespacios proj 
Como en un espacio lineal complejo cualquier operador tiene, a cien- 
ela cierta, por lo menos un vector propio, cualquier operador en tal 
spacio tiene obligatoriamente al menos un subespacio invaranto 
no trivi 

Es fácil comprobar que para todo operador A el campo de valores 
Ta y el núcleo N4 serán subespacios invariantes. Estos subespacios 
son triviales cuando, y sólo cuando, al operador 4 sen regular o nulo. 

Si L es un subespacio invariante, existen varios métodos por 
medio de los cuales se puede construir un subespacio complementa- 
río M tal que X = L $ M. Sin embargo, entro estos subespacios 
complementarios puede no haber ninguno que sea invar En 
cambio, si existe aunque sea un solo subespacio complementario. 

podemos hablar sobre la descomposición del espacio 
en una suma directa de subespacios invariantes. 

El conocimiento de algún subespacio inVaríente y más aún, de 
la descomposición del espacio en uaa suma directa de subespacios 
invariantes permite construir una base en la cual la matriz dol opo- 
rador tenga la forma más simple. Supongamos que el operador 4 
tiene en el espacio m-dimensional X un subespacio invariante L 
do dimensión n. Elijamos en X una base €, €s, » » -, €m de tal modo. 
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que sus primeros n vectores pertenezcan a L. En este caso las imá- 
gones Ari... Aen de los vectores ey, .- ~» en pertenecerán a L 
y se podrá descomponerlas según los vectores n, - - , n, conside- 
Tando los últimos como vectores de la base Z. Por consiguiente, 
Ae, = ant, + Gta +- +» + a, 
Atn = tant + Orta Eo E Onatin 
Recordemos que los elementos de las columnas de la matriz de 
un operador colncidon con las coordenadas de las imágenes de los 
vectores de la baso, Por ello la matriz A, del operador Á en la base 
fis Cus ++ -+ ê, tendrá por expresión: 


Por regla genoral, las matricas de oste tipo so escriben en la así 
la forma celular. A saber, 


aos). an 


7. Ae, puedon descomponerse 
en, mientras que las imágenos 


An 0 
alo ao 
Supongamos que la operación del operador A 50 investiga sólo 


en los vectores del subespacio invariante L. Si z € L, se tione Az € L, 
Por consiguiente, podemos considerar que el operador A genera en L 
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otro operador A |L definido por la igualdad 
(A IL)z=Az 


para todo z € L, El operador A | Z se denomina operador inducido, 
generado por el operador A. Con relación al operador A | L, el opo- 
ador A se llama generador, Por ser el operador A lineal, el o 
inducido será también lineal. El operador inducido 4 | L coincido 
con el oporador generador A en el cio invariante L y no 
Tacen, elcpaimasi po Sl oamp de aliata s a e 
renclan, te, por el cam 

A posar de que la introducción del operador inducido pareco ser 
algo artificial, éste representa en sí un aparato auxiliar muy cómodo 
on la ejecución de las más diversas investigaciones, Por ejemplo, 
un operador inducido, al igual que cualquier otro operador lineal, 
tione por lo menos un vector propio. Pero, como dicho operador coin- 
cide con el operador generador en su campo de definición, esto signi- 


a qu 
Todo operador lineal tiene en cualquier subespacio invariante por 
lo menos un vector propio. 


jo del operador generador. Resulta menos evidento el 
Pama ir El pilizami caracteristics de en operador inducido 
engendrado en un subespacio no trivial es el divisor del polinomio carac- 
ferísico del operador generador. 

Supongamos que el operador inducido 4 | L 


pasosTnacion. 
sstá definido en el subespacio invariante L. Elijamos nuevamente 
en el espacio X una basee, . -, €m de tal modo que los vectores 
i. - += En compongan la base en Z. Sila matriz del operador gono- 
Fador os Áy de (00.), la matriz del operador inducido A |L es An 
de (70.4). El polinomio característico para el operador A es igual 
Adet GE — A); para el operador A | Lel mismo es igual a det (ME — 
\plicando el teorema de Laplace para el desarrollo del deter 
det (LE — A.) por las primeras n columnas, encontramos 
ME—Au ~An 
CT E 


) sn arar 


x det (AE— An). 
significa precisamente la validez de la afirma- 


La igualdad obteni 

ción del teoremi 
La determinación de todos los valores propios del operador A 

se reduce a la búsqueda de todas las raíces del polinomio caracte- 


rístico. Si el operador A tiene un subespacio 
entonces, de acuerdo con el teorema 70.1, la tarea puedo ser reducida 
a la búsqueda de todas las rafcas de dos polinomios de grados infe- 
riores. SÍ ol operador inducido tione por sí mismo un subespacio 
invariante no trivial, el proceso de descomposición del polinomio 
característico en factores puede ser continuado. 


Ejerclelos. 

A. Derauétroso que la suma y la intersección los tnvaciantes 
mn Ea Doranáctrms a H de Jos subespacios Invar 
maonatge que d parador A on regla, nan xulo oporto 

Demuástroas que ai el Ae de ple, cunlqulor 

jamn: ERSA el, order A e de aci simple, ona 


IE. Domaines que i ai operador A en de ootruetura simplo, al campo de 
loma ya micio suia privadas de reina ao lo, sa. ca 


$T. Polinomio operacional 

Uno do los métodos más impor- 
tantes para construir subespacios invariantes de un operador lineal 
consiste mpleo de los polinomios con coeficientes complojos. 

Suponga que el apear lineal A actúa en el ospacio com- 
plejo X. Elijamos un polinomio arbitrario 

mamet. Ha? 
con coeficiontes complejos y consideremos un operador lineal 
PU) =E taAa H pA? 

Esto operador actúa en el sio X y se denomina polinomio ope- 
racional o polinomio del A. 

Fijemos el operador A y construyamos el conjunto de todos los 
polinomios operacionales que dependen de 4. Puesto que el conjunto 
de todos los polinomios es un anillo conmutativo, lo sorá también 
el conjunto de todos los polinomios operacionales. En particular, 
de aquí se deduco que 

914) 4=49(4) 
para cualquier polinomio ọ (s). La conmutatividad de un anillo de 
polinomios operacionales desempeña un papel exclusivamente importante 
en todas lus investigaciones a seguir. 
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Es fácil mostrar que ol campo do valores 7, de todo polinomio 
operacional q (A) es un subespacio invarianto para el operador A. 
En efecto, sea z € T,. Esto significa que z = 9 (4) y para cierto 
y EX. Por sor A y p (A) conmutables, tenemos 
Az=A(4)y=09(4) (4). 


Por consiguiente, el vector Az es el resultado de aplicar ol operador 
9 (4) al ator Ay € X, en denir, Az € To. 
jl núcleo NY, del polinomio operacional y (4) es también un 
subespacio invariante para ol operador A. Si z € Ny, entonces 
9 (4) z =0, poro en este caso 
9 (4) (Az) = A (9 (4) z) = A (0) =0, 

Ya so ha obsorvado anteriormente que cualquier subespacio 
invariante contieno por lo menos un vector propio del operador. 
Ahora podemos enunciar una afirmación más exacta. A saber, 

Si el valor propio del operador A es (no es) una ralz del polinomio 
+ (), todos los vectores propios del operador A, correspondientes a dicho 
valor propio, pertenecen al núcleo (campo de valores) del operador y (A). 

Efectivamente, sea z un vector propio del operador A correspo 
dionto al valor propio 4. En los ojorcicios del $ 65 so subrayabo que 
sl vector z os también propio para el operador p (4), poro corres- 

onde al valor propio q Ô). Por consiguiente, 9 (4) z = p 0) z. 

2. os una rafz dol polinomio y (2), entonces q (A) = 0 y 
portonece al núcleo dol operador ọ (4). En cambio si $0) 0, 

"vector q (4) z sorá no nulo y el vector z pertenecerá al campo de 
valores del operador q (A). 

No podemos demostrar que cualquier subespacio invarianto dol 

operador A es o bion un campo de valores o bion un núcleo de cierto 
polinomio operacional, Esta afirmación, pos lo general, no os cierta, 
lo cual se afirma on el ejemplo del oporador idéntico. Cualquiera 
que soa al polinomio y (2), se tione y (E) = q (1) E, por lo cual al 
operador o (E) os o bien nulo o bien regalar. Por consiguiente, al 
campo do valores y el núcleo para q (E) representan siompre unos 
subospacios triviales. En cuanto al subespacio invarianto del oj 
rador E, lo constituirá cualquier subespacio. Con todo est 
subespacio invariante del operador A está ligado de modo determi- 
ado a los polinomios operacionales de A. És válido ol 

"mwoneMa 113 Sea L un subespacio invariante arbitrario del ope- 
rador A. Si todos las valores propios del operador, inducido sobre La 
son las raices del polinomio y (+), entonces L está contenido en los núcleos 
de los operadores 4" (A) para todas las potencias k, enteras positivas 
y suficientemente grandes. 


Dexosmracion. Designaremos mediante 7;, T4, - . . los campos 
de valore do los operadoras inducidos sabre -con ayuda delo poti- 
momios operacionales q* (4) para k=1, 2, ... - El operador 
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y (4) es degenerado en Z, puesto que en su núcleo están contenidos 
por lo menos todos los vectores propios del operador A pertenecien- 
tes a L. Por ello, 7; c L, dim T, < dim L. El subespacio 7, es 
invarianto respecto dè 4. S 7; es z0 molo, entonces, de cundo coa 
el toorema (704), el polinomio característico del operador inducido 
sobro 7; con ayuda de A es el divisor del polinomio característico 
del operador inducido sobre L con ayuda de A. Por consiguiente, 
todos los valores propios del operador, inducido sobre 7y, son tam: 
bién las raíces del polinomio y (z). Pero de aquí se desprende nue- 
vamente que 7, c Ts, dim 7 < dim Ty, ete. Las dimensiones de 
los subespacios" 7;, Fi, ... ho pueden" decrecer ilimitadamento. 
Por esta razón, a parti? de Cierto número k, dichos subespacios irán 
Qudando mulos lo que es testimonio do Ja validez dela afirmación 
jol 


torar 
Las investigaciones efectuadas permiten establecer un hecho 
los subespacios inva- 


plejo m-dimensional X, tiene por lo menos un subespacio invariante 
de dimensión m — 1. 

peuosrmación. El operador A tiene por lo menos un vector pro- 
peo. Supongamos que dicho vector corresponde al valor, propio. 

¡cuerdo con lo demostrado, el campo de valores 7,, del operador 
A — ÀE roproseuta un subespacio invariante del operador A. Pero, 
puesto que el operador A — AE os degenerado, la dime 
subespacio Th no es superior. 1 

»nsidoraremos ahora cual 
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$72 Forma triangular 


Ahora podemos resolver el pro- 
blema do reducción de la matriz de un operador a una de las formas 
más sencillas, esto es, a la así llamada forma triangular. 

"teomExA 121 Para cualquier operador lineal A que actúa en un 
espacio m-dimensional X existen tales subespacios invariantes Ly de 
dimensión p, p=0,4,..., m — 1, que 

DELE... E Llus Lm 


mos cun! 


es invarionto res 
una combinaci 


Ay = m + aye, + oo + anjin 
gl soaicieme de ey debe ser igual a cero para cualeequera í>}. 


matriz del operador A tiene la forma 
ARAN 
0 am. Som 


Por consiguiente, 


donde ayy =0 para 1> j. 
Uns matriz, todos los elementos de la cual, dispuestos por debajo 
(por arriba) de la diagonal principal, son nulos, se denomina matriz 
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de la misma: 

Si el operador A tiene on cierta base la matriz triangular An, 
los olemontos diagonales de la matriz A, coinciden con los valores 
propios del operador A incluso cuando se toma en consideración la 
multiplicidad de éstos. 

En efecto, al aplicar el teorema de Laplace, encontramos que ol 
polinomio característico de la matriz A, es igual a 

det) = [] Mod 
de donde provieno que la afirmación emunciada os corta. 

Una parto considorable de la ulterior teoría de los oporadoros | 
linoalos so dedica al perfeccionanionto del resultado recién obtenido 
acorca de la reducción de la matriz de un operador a la forma trian- 
gular. La forma más simple que puedo tener la matriz de un operador 
cs diagonal. Como se sabo, a osta forma pueden roducirso sólo las 
matrices de los operadores de estructura simple. No obstanto, para 
los operadores de estructura no simplo la forma triangular tampoco 
es le más sencilla. 


T 
bas AE 
iriz triangular es semejante a la diagonal. 
iz de la transformación de semejanza puode ser olegida 


| 


$73. Suma directa de los operadores 


Un operador lineal cuyos valores 
tido, una exclusión. No 


l 
E 
Í 
4 
H 
f 
E 
+ 
$ 


Supongamos que el espacio X está ror en forma de la 
suma directa de los sbespacis Z y AC. Fljemos en ol subespacio £ 
lerto operador B y en al subespacio M, el operador C. Para todo 
vector z€ X tiene lugar la descomposición única 

z= t, +20 (134) 
donde z, EL, Zw € M. 

Un oporador A, definido mediante la igualdad 
Az = Baz + Co 

0 Ilama suma directa de los operadores B y C. Si uno do los subespa 
cios L, M os trivial, la suma directa se denomina también trivial. 

Es lil comprobar que A es un operador lineal en X- Señalemos 
quo dicho operador puedo ser representado de un modo único en for- 
la suma directa do los operadores definidos on los subespacios 

in efecto, para todo vector x € L 3 tiene Bz. Por 
. Az = Cz para todo z € M. Esto significa que ol opora- 
dor C coincido con ol operador inducido A | £ y el operador C coin- 
cido con ol A | M. 

Consideremos ahora un operador arbitrario A on el espacio X. 
Si X queda descompuesto de tal o cual manera en la sume directa 
de Jon subospacios Ly A, fuvariantes respect del operador 4, onton- 
cos ol propio operador A puede ser descompuesto en suma directa, Blec- 
Sivamenia, construyamos los operadoras inducidos 4 | L y A | 
Al descomponer una vez más al vector arbitrario z € X on forma de 
la suma (734), obtendremos 

Az = (A | L) zu + (A | M) xy 
En esto caso, on virtud dol teorema 70.1, el polinomio caractorístico 
dol operador A os igual al producto de los polinomios característicos 
do los operadores Faduciaos A IL y A |M. 

El operador A puedo descomponers on una suma directa con 
ayuda do cualquier polinomio oporfeional q (4). jos con Na 
ol núcleo del operador q” (4). Esto es un subespacio Invariante res- 
pocto de A y, evidentomonto, M; = N¿< ... Demostromos pri- 
tuernuento que sí Na == Nay, para cierto k, entonces Na = Np 
para todo p > k. En alocto, oljamos cualquier vector z € Np, onton- 
cas q? (4) z= O. Al escribir osta igualdad en la forma g>'i (4) X 
X (99 (A) z) = 0, concluimos qus al vector g”=>= (A) z € Nası: 
En virtud de la igualdad Na = Nay. osto rismo vector pertenece 
a Na. Por consiguiente, 

g (A) (P> (1))=P(4)7=0, 
gg dante, al vostar = E N pq, La alos de ia niación emuniada 
so ostabloco ahora por 

El espacio X, dondo actúa el operador À, as do dimensión finita, 
por lo cual las dimonsiones de los subespacios Ma no pueden crecer 


GAP. 9. ESTRUCTURA.DEL OPERADOR LINEAL 252 


¡limitadamente, Sen g un número positivo entero mínimo, pera el 
cual Ne= Nop. Designemos mediante 7, el campo de valores 
del operador $ (4) y examinemos cualquier vector común z de los 
Sibespacios 1 y Nx, Tenemos (A) z = O y 2 = g" (A) y para 
cierto vector y € X. De aquí proviene que q* (4) y = 0, es decir, 
y € Nay. Pero, de acuerdo con lo demostrado, se verifica la igualdad 
Ne= Nre. Po es decir, z = qf (A) y = 

'N sólo el vector nulo resulta 


ponc 
omíentos se deduco que: 

Cada una de Jas rafces (ninguna de las rafces) del polinomio carac- 
Aerístico de un operador, inducido sobre N, (T4), es (no es) la raíz 
dol polinomio q (2). 

La característica definitiva de las descomposiciones de un ope- 
tador en una sumo directa, obtenida con ayuda de los polinomios 
operacionales, la proporciona el 

TROREMA 134 Supongamos que el polinomio característico f (1) 
del operador A eslá descompuesto en el producto de los polinomios y (3) 
Y Y (e) que no tienen raíces comunes. En este coso el operador A puede 
descomponerse del modo nico en la suma directa de los operadores B y C 
con polinomios característicos q (6) y y (a). 


guiente, el conjunto de imágenes de los vectores de 7 respecto de 
«y (4) coincide con 7. Pero esto precisamente significa que T 7, 
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para todo Los subespecios V, T, como también Ne, Pi 
en suma directa el espacio X. Por ello, las asus gorp 
T E T e pueden toner Toga ol oa el css on que N = Ny, T = T'e. 
El teorema está demostrado, 

Sea un operador A que actús en el espacio m-dimensional X. 
Ropresentemos ol polinomio característico / (+) del operador A on 
Jorma de la descomposición canónica 


H= (EA amha" m. AN, (23.2) 


, Ay son unos valores propios distintos dos a dos 
«+ k, =m. Examinemos los polinomios 


(ao (A, aa (A) 
son los divisores del polinomio característico f (2) 
par do ollos tiono raíces co: Do acuerdo con ol teoromi 
xisten los subospacios invariantes Ry, Ry, . > +, Ry tales que 
X =R, + Bd + Ro 


En ostas cirounstancias la dimensión del subespacio R os igual a ky 
y ol oporador inducido en Ry tiene el polinomio caractorístico 


te m My 
io radical del oporador A, 
rrospondionto al valor propio b; po 
radica se denominan radicales. De lo dicho se deduco que todo opa- 
rador pueda sor descompuesto en la suma directa de los operadores 
inducidos subespacios radicales. 

El io radical R, coincide con el núcleo del operador 
(4 — MEJ") para cierto q ontoro y positivo. Probemos que on ol 
caso di mpre se puede poner g = 4. Examinemos los ope 

EY para pad 2, Sea py un número minimo 
para ol cual el núcleo dol operador (4 — ME)” coincido con-el 
del operador (A — 4E)”1»1, En este caso ol subespacio radical R; 
coincidirá con el núclao del operador (4 — 2,£)”, Como las dimen= 
siones de los núcleos de los operadores (A — ME} para p = 
crecen de modo monótono y la dimensión del subespacio R 
Akp rosal que Py < kr. 

Do esto modo, Aj, correspondiente al valor propio Ar de multi- 
plicidad kų, coincide, a ciencia cierta, con el núcleo del operador 
(4 — mE). 

Tronena m2. (teorema de Cayley Hamilton). Si f (;) es un poli- 
nomio característico del operador A, entonces (A) es un operador nulo. 
bruosmmacios. Ropresentemos el polinomio característico 
forma de la descomposición canónica (73.2). Puesto que el polino- 
mio operacional / (4) contiene el factor (A — ME)! y cualesquiera 


dondo do 
ykh+ 
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Polinomios de un mismo operador son permutebles, Y (4) z 
Pare todo vector z, de fs Elijamos ahora un vector arbitrario 2 
y represontémoeio en forma de la descomposición z = 2 + z, + - 
+. Zp, donde zy € Ay: Ahora está claro que / (A) z = 0, 68 decir, 
FA) es Un operador nulo. 

Ésta vez también representa vn interés considerable la intergro- 
tacion matricial de los resultados obtenidos. Formemos la base do 
un espacio como reunión sucesiva de cualesquiera bases de los subes" 
pacios radicales Ri, Ra, . ..» Ry» Los subespacios radicales som 
invariantes y la suma directa do ellos coincide con X. Por esta razón, 
la matriz A, del jor A tenárá on la base dada la así llamada 


forma cas! dtagona 
(e o 
4 
E Ue (13.3) 
oa) 


Toda matriz A tione el orden kı y representa en sí una matriz dot 
operador inducido sobre ol subespacio Ry. 


Ejercicios, 
A, ¿Se potrá descomponer en una puma dieta no trivial vn operador 
de dile Yo epa de poliem de dimeneón Hala? 
2 Dom ama de 
dos w don a do peris, 
E, Demustrso dor A es 
-a mina nilpotent AP m Ó para cierto p entero 
A iuro, Be operador ea lipoteni cuando, y solo cuando, 


ton go a erres 
io de rad Sean, yara el enal q (4) = 9 De- 
Pam diver pata ai polinomio caacainic Sl epaado! A. 


$74. Forma de Jordan 


La simplificación ulterior de la 
matriz de un operador en comparación con la forma casi diagonal 
(13.5) puedo llevarse a cabo sólo a cuenta de la construcción especial 
do las bases do cada uno de los subespacios radicales. Por supuesto, 
los bases radicales se pueden escoger de un modo tal que cualquior 
matriz An en (73.5) sen triangular. No obstante, osta forma de la 
matriz de un operador tampoco es la más sencilla. 
Volvamos al estudio más detallado de la estructura de subespa- 
cios radicales. Si es que z € Ry, entonces (A — ME)" z = 0. Pero 
gara cada vector conerio z es muy posible que o verifique la iguni- 
jad (A — ME)" z = O también con m < kų. En particular, si z es 
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Todos los vectores radicales correspondientes al valor propio 44 
tienen alturas no superiores a la multiplicidad de 24. Sin embargo, 
recordemos que en el caso general las alturas de los vectores ra 
y las multiplicidades de los valores propios son dos conceptos dife- 
Así, por ejemplo, para un operador de estructura simple 
ho existen, en general, vectores radicales cuya altura sea más que 
uno, independientemente de las multiplicidades de los valores pro- 


Para todo k < t, designomos con Ha la totalidad 
vectores cuyas alturas no son superiores a k. Es fácil m pe Ha 
es un subespacio on Ry. Si z. y € Ha, entonces (A — ME) z = 
mm (A — ME) y = 0, Pero en este caso con cualesquiera números 

mos (A — AE) (az + By) = 0, os decir, az + By € Ha. 


jos los 


0H Ha... Him Re 
Las dimensiones de estos subespacios so designarán mediante mas 


tao to 
(4 —ME) fn -+ (ME) frs 
(AMEN f «+s AMER fr ma 


AMEN fn -o AENA fp, 
Probemos que estos vectores son lioealmento independientes. En 
efecto, formemos su combinación lineal 
Aplicando a ambos miembros de la igual: 
¡EN'*, llegamos a que la combinación lineal de los vectores 
Re == s fr, Se transforma por el operador (4 — JEJE en un vector 
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nulo, os desir, dicha combinación es ua vector de A 
guiento, los coeficientes de estos vectores deben ser nulos. Aplique- 
mos ahora a la misma igualdad el operador (A — hE). De manera 
análoga nos convencemos de que los coeficientes de los vectores dis- 
puestos en la sogunda fila de (74.1) doben ser nulos, etc. 

Hemos de notar que por ser elegidos los vectores fı, 
mo existe ninguna combinación lineal no nula de los vector 
Puestos on la básima tila de (74.4) que portonozca a He.r 

Compstamos los vectores (4 — ME) fo ¿+ (A 
tales vectores fren - > <a fm de Ma., que toda esta tot 
linealmente independiente y que su Cápsula lineal dé A, en suma 
directa con Hy-x. Está claro que éstos serán vectores radicales do 
altura £ — f, Pa = mi-i — Mya, Y 00 existe ninguna combinación 
linea] no nula de los vectores dados quo pertenezca a H 4. Construya- 
mos nuovamonto una totalidad de vectores 


(142) 


AMES frans 


AE) bp 


Con relación a ln totalidad de los vectores (A — AE) fn 
20 (A — ME) fns Ín, Pueden demostrarse las mi 
afirmaciones úrospecto de la totalidad di 
sustituir, por supuesto, £ por £ — 1. Pasando 

, Hi, obtendro- 
storos portono- 
i'i tipo (14,4), (74.2) 


mos un slstoma linealmente independ; 
lentes al subespacio radical Ry. Las tablas 


Estos vectores pertenecen a /T,, es decir, son propios, p, 
Dispondremos las tablas del tipo (74.1)—(74. 
de izquierda a derecha, nivelando sus últimas líneas 

Jas designaciones más 


introduciendo 
pacias para todos ls vectores. Ba este 
caso obtendremos Ta Siguiente tab 


(044) 


e co a 
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Los vectores que so hallan en la primera línea de esta tabla tio- 
tura £, los vectores de la siguiente línea tienen la altura 

.. Los vectores de la última línea tienen por altura 1, es 
transforman por el operador A — AiE en un vector mulo. 
Cada columna de la tabla determina un subespacio invarianto del 
operador A — AE y, por consiguiente, del operador A. Estos subes- 
pacios se llaman cíclicos. Los primeros p, subespacios cíclicos tienen 
dimensión £, los siguientes p, — p, subespacios tionon una dimon- 
sión £— 1, ete. Las últimas columnas determioan los subespacios 
cíclicos unidimensionales. Todo el subespacio radical R, es la suma 


Escribamos la matriz de un operador inducido en un elo 
ciclico. Supongamos, por e; tomado los 
Vectores e°, eP, 


AJ hE =0, (4AE) P eA’, o, (AME) P m l 


tenemos: 


O E AP mP HA, 


Por consiguiente, la niatriz del operador inducido tendrá la forma 


m1 1 0...0.0 
0m1...0.0 
000..Mi 
0 0 0...0 A 


Las matricos de tipo semejante se denominan cajas canónicas de 

fardan. 

Construyamos ahora la base de un espacio como reunión sucesiva 

de las bases do los subespacios radicales Ra, As, .. „ Ry, Como 

baso de cada subespacio radical Ry tomemos los vectores del tipo 
4-4) ordenados por tarno de abajo a arriba y de izquierda a derocha. 

Ja bas dal subespacio construida do a manera indicadas di omina 
jase radical. 

Eu una base radical la matriz J del operador A adquiero la así 
llamada forma canónica de Jordan. Es una matriz casi diagonal 
puesta de las cajas de Jordan. Primeramente van dispuestas las 
cajas de Jordan que corresponden al valor propio A, con la parti- 
cularidad de que sus dimensiones, según las cuales están ordenadas, 
no crecen. Luego, en el mismo orden se disponen las cajas de Jordan 
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correspondientes a ày, ete. Así pues, 


(14.5) 


Naturalmente, en el caso general algunas de las'cajas de Jordan de 
órdenes inferiores pueden faltar 

La definición del operador en un espacio lineal determina Ja claso 
de matrices semejantes. El resultado obienido significa que cual- 
quier matriz cuadrada puedo ser reducida. por medio de nna trans- 
Jormación de semejanza. a la forma canónica de Jordan, Evidonte- 
trices cuadradas de un mismo orden son semejantes 
cuando, ambas tienen las formas de Jordan iguales. 
Por ello, con la base fij 

Dos matrices cuadradas de un mismo orden determinan el mismo 
operador en un espacio complejo cuando, y sólo cuando, tienen iguales 
las formas de Jordana 


E airin Cuadrada poode ser reducida, salvo una 
Todas a ia Terma Casona da Jordan de un Hpo 


sl una matriz os semejante a la matriz J de (14.5), 
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3. Deméstreso que las matrices cuadradas 4 y 4° son matrices do un mis- 


PERIS vna mati canónica de Jordan. ¿Qué forms tendrá la mati 79 
paza loo “nero enteros positivos p? 


$75. Operador conjugado 


Ahora pasamos a la investi 
sión de los operadores liste quese e un espacio unitario. Por 

jos los resultados obtenidos anteriormente respecto do 
lores en un espacio complejo tienen lugar también en el 
caso dado. Por esta razón estudiaremos aquí sôlo Jas propiedudes 
adicionales de los operadores relacionadas con el concepto de orto- 
gonalidad. En algunos casos consideraremos también unos operado- 
que actúan de un espacio unitario en otro espacio 
a et e ia, A 

aran 


Mn CA eS COTAS estación FU opere, qui 
actúa de Y en X, se llama conjugado del operador 4, que eido 
X en Y, si para cualesquiera vectores z € X, y € Y se veril 


(Az, y) = e At). (154) 


"ruonma 191. Para todo operador lineal A existe un operador con- 
fugado A? que es, además, único. 
pmmosrmación Elijamos en X una base ortonormblizado 
Recordemos que para todo vector x € X tie 
jn 


amA E a (52) 


Si el operador A* existe, entonces, de acuerdo con esta fórmula, 
para cualquier vector y € Y tenemos 


AS 
o bien, tomando en consideración (75.1), 
Aya AV ar À w de (05 


Esto precisamente significa que si el operador A* existe, es el úni 
Ahora, convengamos en considerar la igualdad (15.8) como 

nición del operador 4*. Es fécil comprobar que el operador 

construido de tal modo, es linea). El operador satisface también U 

4). En efecto, teniendo en cuenta el carácter ortonor 

 £m y tomando en consideración 
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(05.2), (75.3), obtenemos para cualesquiera vectores x € X, y €Y 
(ar, (AL (2 ea) ene »-5 (e, es) (Aen Y) 


6, (ir adas È 0, dead 
(ml È te da E 6, deda) 


ta ette 


El tooroma queda demostrado. 
El operador conjugado A” está relacionado con el operador A 

por ciertas correlaciones. He aquí algunas de éstas: 

(AAA, 

AS 

(a4 aaa", 

(4B) = B°", 

UA 
La raya poc oncima de æ significa aquí la conje 
Todas las correlaciones se demuestran siguiendo el mismo esquor 
Por ollo investiguemos detalladamente sólo las propiedades prime 


y segunda. 
"e isidraremos un operador arbitrario A y un operador A*, 
"ACA su ve para el oporador A”, el operador conjugado 
"Álora. par Sonlasquiera 7 € X. y EY tomemos 
la ADA la An. 
E) primor miembro es igual al segundo para cualquier vector y 
ns USP o a As. Foros omo la igualdad dada da 
Waridia para todo vector z estos testimonio do quo (43) = A. 
Supongamos ahora qua a operador A sea on el aro X y ae 
regular, Demostrenos, al principio, que el operador AS. también 
mgular Sea Asy = 0. Gualorae a (15.3), proviene que 


> (y dejes =0. 


El sistema de vectores éy, « +» Em Constituye una base, razón por 


la cual 


(Y, de) =0 (155) 


para cualesquiera k = 1, 2, .... m. El operador A es rogular y, 
Por lo tanto, toda base se transforma por él en otra baso. Pero, en 
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esto caso el sistema do los vectores A, - »-. Aem será también una 
base y de (75.5) se deduce que y == 0. De este modo, el núcleo del 
parador A” sólo contione un vector mulo, es decir, eta operador es 
regular, 

"Tomemos unos vectores arbitrarios z, y € X. Existen los únicos 
vectores u, v, para los cuales 

du=z Aey 
Encontramos, luego, 
(e, (ATI)? y) = (A™z, y) = (u, Año) = (Au, v) = (2, (49) y). 

El primer miembro es igual al segundo para todo vector z. Por 
consigulent, (4-1) y = (4°) y. Por ser y arbitrario, esto signi- 
fica que (A=0% = (49); 

Muchas propiedades conjuntas de los operadores A y A* pueden 
establecerse en el proceso de investigación de las matrices de dichos 
oporadores. Supongamos que en el espacio X so ha elegido una baso 
ortonormalizada e, €z» «=>» €m Y en el espacio Y, una base orto- 
normalizada Qi. 93. - Si X coincide con Y, consideraremos 
coincidentes también sus bases. Supongamos que la matriz A yy com 
los elementos a; corresponde al operador A. En este caso 


deym Sou 
Por esto, de acuerdo con (75.2) concluimos que 
ay = (Aen qi). 


Supongamos, luego, que al operador A* en, 
corresponde la matriz A% con los elementos af. 
mula (15,5), 


atm (At, e) 


Comparando los elementos a, af y tomando en consideración (15.1), 
encontramos 


at= (4%). e) mie, Ag) = Aen 1) = in 
Esta fórmula nos permite enunciar la siguiente definición. 

La matriz A* de dimensiones m X n con los elementos af; so 
denomina conjugada de la matriz A de dimensiones n X m con los 
elementos ar, sie = áy para cualesquiera í, j. 

De este modo. en cualesquiera bases ortonormalizadas, a los opo- 
radores conjugados les corresponden unas matrices conjugadas. Las 


ciones (75.4). La matriz conjugada A* está 
por las operaciones de transposición y conjugación compleje 


ar). 
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Aqui la raya sobre la A y A” significa que todos los elementos de lo 
motriz se sustituyen por los conjugados complejos, 

El rango del operador coincide con el rango de su matriz, Por 
ello, de la fórmula (35.7) proviene que los operadores A y A* Honen 
Tangos iguales. 

Designomos mediante N = X, N* c Y y Tc Y, T* c X los 
"núcleos y los campos de valores de los operadores A y A”, respectiva- 
mente, Si £ €N, ontonces Az = O y (z, A*y) = Ò. Esto significa 
Quo el campo de valores dol operador A es un subespacio ortogonal 
al núcleo del operador A. Naturalmente, ol campo de valores dol 
operador A es también ortogonal al núcleo del operador A*. Por ser 
iguals ls dimensiones delos subespacio Y. TY y las correlaciones 
6654), concluimos que 


XENGT, Y =NGT (5.8) 


» - Vm del ospacio unitario X se denomina dual 
bast 7i F. +- Zm del mismo espacio, si so 


La base pn, ys 
zon relación a 


O para itj, 
C Ita 

La baso dual se usa con frecuoncia para la Investigación de las 
ropiolodes conjuntas de los operadore A y A* que actóan en un 
mismo espacio. Domostremos, al peiacipio, que toda hase dispone 
da una Dam dual que en, además! única, So a, žr >.< Sn UDA 
baso arbitraria. Para cualquier j ol vector y, debe ser ortogonal 
a los vectores Zi... .. 240 Fyens » «s Zm Y, Por lo tanto, orto- 
Zonal a ln cápsula liooal Éy construida sobro estos vectores. Do aquí 
0 doduco que ol vector yy so halla en un subespacio unidimensional 
L}. La condición de normalización (zy. y) = 1 lo determina de un 
modo noo. 

Es obvio que una baso sorá dual con relación a sí misma cuando, 
y sólo cuando, soa ortoncemalizada. La relación de dualidad de la 
Basas es simótica, por lo cual resulia razonable hablar de un par de 
bamos rnutuaments duales. Las bases suutuamento duales so llaman 
btortonormalizadas. 

onma ma St el operador A tene en una base la mairie J 
entonces, en la base dualcon relación a la dada, el operador conjugado A® 
tiene de maria Jo 


eo <a em a la base a 
Shee la fórmula (64.5), tenemos 
J= P>A,P. 
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Tomando una conjugación matricial de los miembros primero y se- 
gundo de esta igualdad, encontramos 
PP 
© bien, lo que es igual, 
Jem (PAN APO. 
La correlación obtenida muestra que el operador conjugado A 
matriz Y" on la baso Y. Jo + Ves Para la cul la matriz 

transformación de coordenadas, al pasar de la base £, er, ++ 
Em es (P=i*. Según la fórmula (0,3). Ias coordenadas do Tos 
Vöctores zy, Za». »» Zm On la baso ei, en > > ;s Em 500, on realidad, 
los elementos de las columnas de la Tas coordenadas de los 
vectores Yas Vis - > ;» Ym en la baso mo son otra cosa 
que los elementos de las columnas de matriz (P=1)*. El cálculo do 
Jos productos escalares de dos en dos de los vectores, portoneci 
a la Das zy, Zes » » - Zm, y de los vectores, pertenecientes a la 
Vas Var » » "s Van 65 oquivalente al cálculo de los elementos de Ta 
matriz P (PF, Pero 


PT = P P = P (PA) (PPY a E. 


Por consiguiente, la base Ju Pis + + «+ Y *S dual respecto a la baso 
Su Ep à t u Sa 

El toorema demostrado permito enunciar muchos corolarios, Si, 
por sjorplo; Y es una matri canónica de Jordan, entonces en su dia- 
onal so disponen los valores propios Ay. ha, - s, los 
ea pa del A A o e lia 
Jos valoros propios del operador A* zon complejos conjugados ron- 
pocto de los valoros propios del operador A. S) ol operador A 0s do 
estructura simple el teorema 75.2 permito afirmar que el operador 
conjugado A* os también de estructura simple. En oste caso 
Sistemas básicos do los vectores propios de los operadores A y A* 
pueden elegirse de tal modo que sean. biortonormalizados, ele. 


Ejercicios. 


4. Supongamos que las coordenadas de los vectores de cirta baso do ua 
do elelideo, dadas en Ja baso ortonormalizada gn, fy, + y > fm 
ligas de le matriz 4. Demuestrese que las coordenadas de 16 vectores 
ia Bana Goal, dadas ela ema Daae ys e >= sn oras col de 
'E ¿De quí modo están ligados entro sí los polinomios característicos de 
lo Sotada 4 EMO w 

eolica aria rc dsl operador 4, 
ss complemnlo ortogonal m evaiata rapaci 


Jorva reno. veis propio el operuar A, corenontieto 
al mi, pr pi a caslar aeei ector proplo del operador AS corres 
pondiente al valor propio peo A 
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vector radical del A correspondiente 
a odo eco cl dal opumdor 4° eorne 
fo p: 


$76. Operador normal 


El becho de que en un espacio 
existen una base ortonormalizada y una base formada por los vec- 
tores propios del operador lineal, es de mucha importancia para rea- 
lizar las más divorsas investigaciones. Por esto, nuestra tarea pró- 
xima consistirá en estudiar una clase de operadores quo tienen en 
básicos ortonormalizados compuestos 


tor e, se tor 
se tomará un vector normalizado de Ls, ortogonal 
etc. A título de vector em se tomará un vector normalizado de Zm 
ja] al subespacio La... La base eys en,- -s fm 08 
ormalizada, y, como se ba observado en el Aia. Ua marin del 
operador on tal base es triangular derecha. 
El oporador lineal A se llama normal, 
rador conjugado, es decir, si 


AAS = A*A. 


es permutable con su opo- 


Probomos que los operadores normales, y sólo ellos, tienen en 
un espacio unitario sistemas básicos de vectores propios ortonor- 
malizados. 

Para el estudio de estos operadores resulta útil la siguiente obser- 
vación. Si una matriz triangular es permutable con su matriz con- 
Jugada ésta es diagonal. En efecto, sea, por ejemplo, la matriz Æ 
de orden m triangular derecha y supongamos que B*B = BB*. 
Designemos mediante bı los elementos de la matriz B. La condición 
de que los elementos diagonales de la matriz £*8 — BB* son ig 
los a cero mos proporciona el siguiente sistema de ecuaciones res- 
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pecto de los elementos no diagonales de la matriz B: 


Ziba -ldu lbu ldm 0, 
Vba P iba — lön -limt =0, 
Ibal? lbn]? — lbu ibl? 0, 


“jóra PH baml Bon B- I bam m =O. 
La única solución de este sistema es una solución nula, por lo 
que se demuestra precisamente le validez de la observación enun- 


inda. 

mona 162 Para que un operador en un espacio unitario sea. 
normal, es necesario y suficiente que tenga un sistema básico de vectores 
propios ortonermalizados. 

'hexosmacion Sea A un operador normal, Elijamos, de 
con el tsorema 76.1, una base ortonormalizada en la cus 
del operador sea triangular. En la misma base 
corresponde una matriz triangular conjugada, Por hipótesis, el 
operador A es normal, por lo cual las motrices de los operadores. 
A y A* en la baso elegida doben ser conmutables. Conforme a la 
observación enunciada anteriormente, estas matrices son diagon 
Asi pues, hemos construido una base ortonormalizada en la cu 
matriz del operador tiene una forma diagonal. Esto significa que la 
Bso dada está compuesta fotgrament de los vectores propios del 
operador. 

Supongamos ahora que el 
de vectores propios ortonormalizados. En este caso 
operador A on la baso compuesta de los vectores citados será di 
mal. Mas, en la misma base, al operador A* le corresponde 
matriz conjugada, la cual, evidentemente, será también diagon 
Las matrices diagonales son siempre conmutables y, por lo tanto, 
son conmutables también los operadores A y A*. 

En el transcurso de la demostración del teorema hemos probado 
que si el operador A es normal, entonces, en una base compuesta de 
vectores propios ortonormalizados no sólo Ja matriz del operador A, 
“sino también la matriz del operador A será diagonal. Esto nos le 
al 


conotamo. St el operador A es normal, todo sistema ortonormalizado 
de vectores propios del operador A es un sistema ortonormalizado de 
vectores propios del operador A*, y viceversa. 

conoranio. St el operador A es normal, los valores propios de los 
operadores A y A*, correspondientes al veclar propio común, son com- 
lejos conjugados. 

Efectivamente, sí Az = àz y A*z = pz, entonces, de acuerdo 
con (154), para todo vector propio normalizado z tendremos 


A=(iz, )=(Az, 1)= (2, A*i) = (2. p) =R 
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Este hecho es justo, por supuesto, para cualquier operador A que 
tiene unos vectores propios comunes con el operador A*. El carácter 
normal del operador A garantiza la presencia de los vectores comunes. 

La significación de los operadores normales en la teoría general 
so dicta por dos circunstancias. En primer lugar, asta clase de opera- 
dores es más simple en un espacio unitario. En segundo lugar, la 
investigación de un operador arbitrario normal se reduce frecuento- 
mento a la investigación de los operadores normales. 


Ejercicios. 


£, Sea A un operador lineal arbitrario y a, $ unos números complejos 
“iguales sa módulo. Demuéstrso que el operador 24 + BAS ea norma 

2, Sea A un operador normal. Demuésreso que para todo polinomio y (s) 
al opsrador y) a, normals 


Dear que pra u operador normal cualquier operador dudo 
de Demulstres que ol operador A es normal cuando, y sôlo cunado, para 
fado, subespacio vaio dl complaneno ortogonal L. oa tambi lv 
$ Sen A un operados de erctora simplo en un espacio complejo. 
sgutinos q Al pilar do modo ncands wa producto calar S Ul Sopa 
parador a panda samp becera pormal? Ss 
$77. Operadores unitario 
y hermitiano 


Entre los operadores normales 
son de mayor empleo los operadores de dos tipos: unitarios y hermi- 
(anos. 
Un operador lineal U so llama unitario, si el operador conjugado 
U* coincide con al inverso Us, es 
UU* = U*U = E. 
tsomexA mu. Un operador normal U es unitario cuando, y sólo 
cuando, todos sus valores propios son iguales en módulo a la unidad. 
Dexosrnacion. Sea U un operador unitario. Elijamos cualquiera. 
sus valorés propios A y un vector propio normalizado z que corres- 
2. Tenemos 
A(2, a) (z, UV 2 (Us, Us) = (Ar, ha) =h- Ele, 2) [A 


Supongamos shorn que todos los valores propios del operador 
normal U son iguales on módulo a la unidad. Designemos medianto 


po 


Xin: +» Zm 103 vectores propios grtonormalizados del operador U 
Y iedianteha, -. -, Am» sus valores propios. Por hipótesis, | Ay | =1 
para todo i. Hocordemos que para el operador conjugado Ú* los vec- 
lores xi ---. Zm siguen siendo propios, pero corresponden a los 
valores propios Ay, -  ., Tu. Tomemos un vector arbitrario z y des- 
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compongámoslo según los vectores propios del operador U 
z= mz +: + ntm 

Ahora calculamos 

UUr =U UY UA (adatt. Hat) 


Sahit- + andann EnH Hamine 
Puesto que z es un vector arbitrario, esto significa que U*U = E. 
De modo análogo se demuestra que UU® = E. 

vzonema m2. El operador U es unitario cuando, y sólo cuando, 
para cualesquiera dos vectores el producto escalar de tstos es igual al 
producto escalar de sus imágenes. 
»emostraciox Sea U un operador unitario, entonces para cuales- 
quiera dos vectores z, y teo 


(e 1) = (z, U*Uy) = (Uz, Uy» ma) 


Supongamos ahora que para cierto operador U se verifican las 
igualdades (7A), cualesquiera que sean los vectores z, y. De aqul 


so deduce que 
le (UU E) p) = 0. 


Puesto qus los vectores z, y son arbitrarios, esto significa que U*U = 
:. El operador U es regular, dado que en el caso contrario la igual- 
d UU = E soria imposibil consiguiente, el operador U-t 
existo, Al multiplicar la igualdad U*U = Æ a la izquierda por ol 
y U yala derecha, por el operador U=, obtenemos otra igual- 
'UU* = E. De este modo, el operador Ù es unitario. 
¡onotawo, El operador U es unitario cuando, y alo cuando, o bien 
UUS = Eo bien DU = E. 
conoramo. Todo operador unitario transforma cualquier sistema 
ertonormalizado de vectores en otro sistema, también ortonormalizado. 
'conoramo. SI el operador lineal U transforma una base ortonorma- 
lizada en otra base ortonormalizada, entonces U es un operador unitario. 
En electo, sa žr.. Zm una baso ortonormalizado, Uz, = 
= vi 8 Yu ><; Uns también una base ortonormalizada. Tomemos 
dos vectores arbitrarios z, y. Si 


entonces 
E p= 2 abe 
Por sor lineal el operador U, tenemos 


z= Š a =È pwr- 
Via Iy- 2 bwr 
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Por oso, tenemos nuevamente 
Uz, Uy)= Y, ab 


Así pues las igualdades (771) son válidas para cualesquiera vecto- 
EA 

anios de notar que podríamos definir ol operador unitario como 
operador isométrico, es decir, un operador que conserva invariables las 
Tongitudas do todo ls vectores, Esto proviene dl teorema 17.2 y de 
la siguiente correlación, Kcllmento <omprobsd 


(r, y) ERP E o lem 


Un operador lineal H so denomina hermitiano o autoconjugado, 

si coincido con su operador conjugado, es decir, si 
H= He. 

Tronen 113 Un operador normal H es hermitiano cuando, y sólo 
cuando, todos sus valores propios son números reales, 

Drxtosmacion. Sen H un operador hermitiano. Tomemos cual- 
quier valor propio de este operador y un vector propio normalia- 

Z que corresponde a à. Tenemos 

he (hz, 2) = (Ha, 3)= (2, H*a) (È, Ha) tz, da) md. 

es docir, A as va número roal. Supongamos ahora quo el operador nor- 
mal H Ueno valores propios reales. Entonces, en la baso Compuesta 
de los vectores propios ortonormalizados del operador H las matricos 
de los operadores #f y H* coincidirán. Por consiguiente, son también 
coincidentes los operadores, es decir, H es un operador Bermitiano, 

El operador hermitiano 27 se llama no negativo (definido positivo) 
Al para todo vector (no nulo) z se verifica la desigualdad 


(Hz, 3> 0 (> 0) 
reonesa 14. El o hermitiano H es no negativo (definido 
Positivo) cuando, y sólo cuando, todos sus valores propios son no negati- 


Los (positivos). 
Demosrmacion. Elijamos una base ortonormaliza 

de los vectores propios 2, 
En esto caso, de la doscom; 
zaint... + bata 
se desprendo, para un vector arbitrario z, que 


(Hz, DEMURE.. HAm |En Po 


De aquí se deduce que sí todos los valores propios del operador her- 
mitiano son no negativos (positivos), entonces el mismo operador 
también es no negativo (definido positivo). Al hacer z = zy, obteno- 


compuesta 
Zm del operador hertmitiano H- 
ión 


4 71. OPERADORES UNITARIO Y HERMITIANO 269 


= (zu zò =h 


para todo i Por ello, todos los valores propios de un operador no no- 
gativo (definido positivo) son no negativos (positivos). 

"De lo dicho so infiere que un operador definido positivo os regular 
no negativo. Entre todos los operadores hormitianos los operadores 
no negativos y definidos positivos desempeñan un papel de especial 
importancia. He aquí algunas de sus propiedades. 

'Si H y $ son unos operadores definidos positivos, el operador alf + 
+ BS será definido positivo para cualesquiera números no negativos 
<a B, no Iguales a cero simultáneamente, 

Etectivamento, el operador aM! + BS es hermitiano, cualesquiera 
que sean los números reales a, $. Sí estos números son negativos y no 


iguales a cero a la vez, entonces. 
(aH + BS) z, 2) = a (Hz, 2) + B (82, > 0 
Om arado H es definido el operador H será también 
el operador H es defi tivo, el -i será tami 

definido positivo. lis 

En efecto, como H= H*, entonces Ho = (H°) = (E), 
en decir, el oporador H-t es hormitiano. Los valores propios del opo- 
ador H- son magnitudes inversas respecto a los valores propios del 


Por ollo son positivos y el operador 


<porador + as dlinido posi- 
lo: P 


Si H es definido positivo y A es un operador regular arbitrario, 
entonces los operadores A*HA y AHA® son definidos positivos. 

Es fácil comprobar que estos operadores son hermitianos. En vir- 
tud de que el operador A es regular para cualquier z = 0, tendremos 
Az 40 y A*z 0% 0. Por esta razón 
(A*HAz, 2) == (HAz, A2) >0, (AHA*z, 2) = (HA "2, A%2)>0 
para z 0. De aquí so deduce, en particular, que para todo opara- 
dor regular A los operadores A*A y AA* son definidos positivos. 
Si A es un operador degenerado, los operadores A*A y AÁ* son no 
negativos. 

Para todo operador no negativo H existe un operador nonegativo 


vos Vda, -n V hp. Además, Stz, = Hz, = day. Do este modo, 
los operadores S* y. coinciden sobre los vectores de la base 24, ++ - 
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Zoo a consecuencia de lo cual ellos coinciden también sobre 
todos los vectores, es decir, St = H. 

El operador no negativo S se denomina raís cuadrada arumética 
do un operador no negativo H, si 3° = H. 

Merece subrayar que todos los vectores propios de los operadores 
S y H coinciden. Efectivamente, supongamos que Ay +. + Ay 
Y Y Fa, -s V Fr on todos valores propios distintos de los operador 
mes Hy $, respectivamente. Desigoemos mediante X, (Y9). í= 
=4, 2. r, el subespacio propio del operador FS que con- 
tiene todos los vectores propios correspondientes al valor propio 
Fi). Las sumas directas de los subespacios propios X, "X, 

coinciden con todo el espacio. Por esto 


dm X+... + dim X, = dim Y, +... +äim Yp (17.9) 
Está claro que 
< dim Xe, Por consiguiente, la igualds 
sólo cuani 
= dim Xy, es decir, cuando Y, = Xp. 
Así pues, los 
se determinan 


Ejerciei 


ERROR de ra 
ARTEL L te rd 
o AO 
pS 

EENS EET NDE, ya mean p w ua 
M AS 3 
PR A, B ma ones creradores definidos positivos, todos 
Ar 
ER pt 

E a tinas 
a nio 
maa PEER E LOU CUE 


unitarios en un 


$78, Operadores A*A y Ad? 

Si el operador A actúa de un 

acio unitario X en otro espacio unitario Y, entonces en X queda 

definido el operador A*A y en Y, el operador 44*. En lo que Siguo 

estos operadores desempeñarán un papel considerable, por lo cual 
nos dedicaremos, ahora, a su estudio. 

Do las propiedades primera y cuarta (75.4) se deduco que los ope- 

radores A*A y A4* son hermitianos. Más aún, son no negativos, por- 


E. OPEMADORES ata Y 44% ma 


que para cualesquiera vectores EX, yEY tenemos 
(A“Az, 2) = (Az, A2)>0 
(44%, y) = (4%, ADO. 
Por eso en el espacio X existe vn operador no negativo G y en el espa- 
cio Y, un operador no negativo Ë tales que 
PARO, AR 
Los operadoras G y F que satisfacan estas corrlocioss son únicos, 
"Cualquiera que sea el operador A, el operador A*A tiene un siste- 


ma ortonormalizado de los vectores propios 3y, Zp- » -ı Zn Esto 
sistema se transforma siempre por el operador A en un sistema orfo- 


gonal. Efectivamente, sea 
Xram mola, 70 (18.4) 
para todo k = 1, 2, ..., m. Entonces 


(Azn, Azi) = (AP Aza 20) PR Za, 2) 0 
para k yh l Además, para todo k 
TS 


por lo cual el vector Az, es distinto del vector nulo cuando, y sólo 
cuando, ol valor propio pl.del operador A*A no es nulo. 

El vector no nulo Az, os un vector propio del operador AA* y co- 
responde al valor propio pl. En efecto, de acuerdo con (78.1) 

AA (Az) = AA? Az) == A (plz) = PRAz4> 

De esto modo, todos los valores propios no nulos del operador 
A*A son valores propios del operador AA*. Será cierta también, 
por supuesto, la afirmación invorsa. Por esta razón los valores pro- 
pios no nulos de los operadores A*A y AA* siempre coinciden. 

Los valores propios de los operadores A*A y AA* se designarán 
mediante pl pi- En este caso puedo considerarse, sin limitar la 
goneralidad' del razonamiento 


A>A>...>po1>0, 


mientras que los demás valores pl son iguales 
Jos valores propios de los operadoras A*A y AA* se 
en la multiplicidad del valor propio nulo. La multiplicó 
Fador A*A es (m — 1) y la del operador A4*, (n — 1). 

Se llaman ndmeros singulares (principales) del operador A los va- 
lores aritmétricos do laa rafcas cuadradas de los valores propios comu- 
nes de los operadores A*A y AA? 

Haciendo uso de los vectores propios de Jos operadores A*A y 
AA", se pueden construir on los espacios X o Y unas bases ortonorma- 
fizadas con ayude de los cuales se describe y se investiga con facili- 


a coro. Es ovidente que 
socian sólo. 
del ope- 
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dad la acción delos operadores A y A*. Tomemos por base en el opa- 
cio X un sistema ortonormalizado Z1,- -, En de vectores propios 
del operador A*A. Según se deduce de (755) los vectores 
forman una base en 7°, mientras que los vectores zrs 
forman una base en N. La hase ortovormalizada y, 
espacio Y se construirá do la manera siguiente. A título 
39 tomarán los vectores obtenidos después de normi 
y Esos vectores forman una Base en T- Por y 
de tomará cualquier base ortonormalizada en Y 
Yesa 5; ln on propios para el operador AA 


una base on Y. Tomando en consideración que | Aza | = pa, dedu- 
cimos que 
pu ES A 
MR asa 
AA multiplicar stas igualdades por ol operador A* y teniendo on 
cuenta (18.1), obtenemos 
Patas KA, 


Las basos ortenormalizadas on los espacios X, Y, ligadas con los 
operadoras 4, A mediante las correlaciones (82), (183), lo 

nombre de "bases singulares. 

'Si los espacios X, Y son diferentos, en las bases singulares puodo 
escribirse la matriz del operador A. Designémosla con A. Conforme 
A (18.2) esta matriz tone la forma 


e. M 


». 0 
An (18.4) 
o "o 
Silos espacios X, Y coinciden, las bases singulares, por regla general, 


Jus usam, para l notación da Ia matriz del operador. Sin embargo, 


Jas correlaciones (78.2), (18.3) quedan on vigor. 
Ejercicios. 
pia Dela ue Jas cs do Jo opamndores A, 44 440) 


ET 
z lieso que si dim X > dim Y (dim X < dim F), el operador 
A*A ALS) os degunarado. 
3. Demlstrae que los púmers logar po varian cundo ol operador A 
so multiplica por exalesqulera eparadares wait 
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4. Su el operador A actúa en el espacio, X y quo todos sos 
números s on distintos dos a dos. Demuésree que les busts singulares 
Se determinan univocamente, salvo la multiplicación de cada uno de os vectors 
or an minero que en módulo es igual la unidad. 
$e Dome que los núms ingulre de un operador parmal calnciden 

«on los módulos de los valores propios. 

Pn Do Demi que o aime aislar del operados 4 son torso 
a los núraros singulares del operador A: mientras que las bases singulares 
Ambos operadores coincide. 


A e nt 
m T ea endana a m am ap ed 
alesi an e e E E q aa 
iwte f] 
Boi 


8. Demuéatreso que sı | åy | = Pa para todo k == 


l operador es pormal. SS 


m, tonces. 


$ 79. - Descomposiciones 
de un operador arbitrari 
Una de las circunstanéras que 
la sígoificación de los operadores unitario y hormitiano 
1 la posibilidad de representar, sirviéndose de estos opera- 
dores, un operador lineal arbitrario. 

Supongamos que un operador lineal arbitrario A actúa en el 
espacio unitario X. Mostremos que dicho operador siempro puode 
sor representado en la forma. 

A = Hy + iy (194) 
donde H, y H, son unos operadores hermitianos. Efectivamente, si 
esta descomposición existe, entonces 


A* = M — Hy 


Pero, en este caso 
MARA, megaa) 


Las fórmulas obtenidas determinan. precisamente la descomposi- 
ción (79.1). Puesto que 


HA HH, = y (APA AA") 


entonces del hecho de que el operador A es normal proviene la conm 
tatividad de los oporadores My Hs, y viceversa. 

Sea Zy, - - », Zm un sistema ortonormalizado de vectores propios 
del operador A*A. De acuerdo con (78.2), existe un sistema ortonor- 
malizado py, - - -+ Y de vectores propios del operador A4* tal que 
para todo A se verifica 


Aza = Palo 09.9) 
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Dofinamos ahora los operadores lineales F y U en el espacio X 
mediante las siguientes igualdades en los sistemas básicos de vecto- 
ros: 


Urm Fyn = Patne ma 

Las correlaciones (79.2), (79.3) significan que se ba obtenido la des- 
composición 

A= FU. (19.4) 


Aquí F es un operador hermitiano no negativo, puesto que tione 
sl sisicma básico ortonormalizado de vectores propios yu Y, 

Ye Y los valores propios no negativos py, Po» +» Pm E1 Ope- 
xador V'es unitario, puesto que transforma el sistema orlonormalizado 
de vectores z), Zo: =>: Zm eD otro sistema ortonormalizado Y» 

Hia do ser notado que de (79.4) se infiere 
Amt, (10.5) 
es decir, F es la raíz cuadrada arstmótica del oporador AA* 

La descomposición (59.4) so llama descomposición polar del ope- 
rador A. Como que la rafz aritmética es única, el operador F en la 
descomposición polar sorá siempro único. El operador U será único 
sóla on el caso en que el operados A sea regular. En esto caso U = 

Otra vez observamos la relación directa existente entro el carácter 
normal del operador A y la conmutatividad de los componentes de 
una descomposición polar. Efectivamente, sea UF = FU para cierto 
operador A, entonces. 


A*A = U*F*FU = FSUYUE m P, 
Jo que, junto con (79.3), s testimonio de que el opara 


DES 


jr A es nor 


jos ahora que ol operador A es normal, es decir, A*A = 


cuerdo con (79.4) tenemos A = FU. Por consiguiente, 
. La condición de que el operador es normal conduco a la 
igualdadad V*P*U = F? o bien 
FU = UP. 


Tomando en consideración la segunda de las correlaciones (79.3), 
obtenemos 
PON=RO 
todo k = 4, 2, - . .. m, es decir, los vectores Uya son 
panie piela g o riem Brbrrereda hg ane 
dores F? y F tienen los mismos vectores propios, por lo cual 


(FU) yu = F (Un) = pa (U) 
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ira todo è = 1, 2, . - „, m. Por otra parte, conformo a la segunda 
is correlaciones (19.3), 
(UP) ya = U (Eva) = U (paga) = pa (Un). 


Las igualdades obtenidas muestran que los operadores FU y UP 
coinciden on el sistema básico de vectores pı, pas». s Ym. Por 
consiguiente, UF = FU. 


Ejereieios. 


de Demas que ua operador e narmal, o valoras propios del opa + 

EPA 004) son ls parias rule (mag lua] de Les lors pl 
E Demciieso que si el operador 4 es normal, lo valores propio del 

operador 7 rguanalos de ln Palos propios dal aja H 

AS AAA ARS 

Y Bumiélimo que el operador 4 os normal, entras ambos operdors 

al depen (8.1 ue ln mis variana propos lor, 

ua puda cis acen de loa retar eo de Los 

Aeoompanición GUAY 


omporentes de la 


$80. Operadores en el espacio roal 


Al investigar los operadores 1l- 
actóna on un espacio real nos encontramos con algunas 
dificultades adicionales. Están relacionedas principalmente con ul 
hecho de que no todo operador lineal tieno en el espacio real siquiera 
vn solo vector propio. 


un operador «a 
un ulogi complota 
on Ja teoría. Varía, de hecho, sôlo la iorminología. A sabor, las pala- 
bras «complejo, unitario, hermítianos so sustituyen respectivamente 
por las palabras «ral, ortogonal, simétrico». Si, en cambio, el poli- 
nomio característico Ueno, además, nnas raices complujas, ln inves- 
tigación de tal operador se bace mås complicada. 

Sen dado un espacio real R. Considoraremos un conjunto do toda 
lase de pares (2; y) de vectores z, y, de R. Definamos las oporacio- 
nes sobre dichos pares. Convengamos on considerar quo 


(yl lea) 


para cualesquiera dos pares, y pera el número cumplojo $ + in 
y el par (z; y) 


(È + am) (es y) = (E — mi ne + E) 
Es fácil comprobar que el conjunto de todos los pares de vectores 
pertenecientes a R, después de realizadas las operaciones de ln manera 
indicada, representa en sí un espacio complejo C. 
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El espacio construido C es de la misma dimensión que el espacio R. 
En efecto, Soa £1, Es» - - -+ Fm una base en R. Para todo par de vecto- 
ros u, v do R tenemos 


nmepot tratas) 
obert. Henen 
dondo a, Bi son los números reales. Pero de aquí proviene que 


(80.1) 


(o o) = X, (a+ ia) fex: Oo (50.2) 


El sistema (ey; O), >- (€n: 0) es lineuimente independiente, por 
lo cual la dimensión del espacio € es igual a m. 

Para toda baso ey, <- .» Ca en el espacio R y cualesquiera núme- 
Tos reales ay,- >» Gm se cumple la igualdad 


o. 


Saro (3 


Por consiguiente, entro todos los vectores u de R y todos los pares 
del tipo (u; 0) de C oxiste una correspondencia biunívoca. Más aún, 
esta correspondencia es un isomorfismo, si nos limitamos a las opora- 
«iones con números realos. 

todos los paros del tipo (a: 0) se identifican con los propios vots 
tores u de R, entonces de (50.1), (802) so desprende que ol espacio C 
puode considererse como un conjunto de elementos 


mudo, 


donde u, v € R. En vato caso se dobe recorda 
alidad Jos elementos x, y son os pares (u; 0) (0: 0) y la multipli- 
cación por ol número £ y la adicion se realizan conforme a las defini- 
ciones introducidas anteriormente. Cuando v = 0, obtenemos los 
elementos del espacio R. Es natural considorar este espacio como ciar- 
do conjunto de €. Los elementos del tipo u + 40 so llamarán reales, 
mientras quo los elementos del tapo u + W y u — iv s denominan 


complejos conjugados. 

espacio Uso llama extensión compleja de espacio real R. 

En la resolución de los diversos problemas en un espacio euclídoo 
podemos extondor dicho espacio, de modo análogo, hasta obtenor 
Tp espacio unitario. Examinemos la extensión compleja C del espa- 
dio euclideo R. Para cualesquiera dos vectores 

a+ mudo 
de C, convengamos en considerar, por definición, que 


(a, 0) = (lz, u) + (9, 0) + Els ui) — (2, 0) 


por supuesto, que on 
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Io es dic establecer qun el espacio C dotado de tal producto escac 
lar se hace unitario. Además, el producto escalar para cualesquiera 
dos vectores de R se conses 

Supongamos que el operador A actúa en el espacio R. Construya: 
mos un operador nuevo A que actúa en el espacio € y coincide con el 
operador A sobre los vectores de R- Para esto hagamos 


Â (u+ to) =Au+ idv. 


Está claro que el operador A es lineal y Au = Au para todos los 
vectores u ER. 

El operador A llova el nombre de extensión del operador A en el 
espacio complejo €. 

Ahora, en vez do estudiar el operador A en el espacio real R pode- 
mos considerar el operador A en un espacio complejo € e investigar 
su operación en R, considerando este último como conjunto del es- 

jacioC. Estoes un procedimiento más usado, si para alguna situación 
on el spacio complejo no existe analugia correspondiente en el espa- 
cio seal. 


corresponde al menos un vector propio real. 

Consideraremos shora una raíz compleja à del polinomio caracte- 
zistico dol operador A. Es un valor propio del operador A y le corres- 
pondo cierto voctor propío w». Dado que los coeficientes del polino- 
mio característico del operador A son reales, el operador citado ten- 
drá también un valor propio conmugado complejo 3. El operador A 
transforma vectores conjugados complejos en vectores conjugados 
complejos, por lo cual de Aw = duo proviene Àir = Zas, Por consi- 
griente, a los valores propios conjugados complejos del operador Å 

las corresponden upos vectores conjugados complejos. 

Si A 4 X, entonces los vectores w, 5 serán linealmente indopen- 
dientes como vectores propios correspondientes a los diferentes valo- 
res propios. 

Consideraremos los vectores z, y que se determinan del modo 
siguiente en términos de 10, i: 


++, Lt. 180.3) 
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Es fácil comprobar que dichos vectores son reales. Además, no es 
difícil ostablecer que si A = p + ‘v, entonces 


Rs 


Por ollo, una cápsula lineal construida sobre los voctoras (80.3) 
en el espacio R vs mn subespacio invariante del operador A. La matriz. 
del operador inducido sobre esto subespacio on la baso (80.3) es la 


OOO (a 


Por consiguionte, el polinomio característico del operador inducido. 
asignada (e — 10! + Vo bien, lo quoes igoal, 2è — (A +}) z + Ae 
Obsorvomos que en el subespacio invariante construido el oporador A 
no tione ningún vector propio cuando v > 0. De este modo, homos 
Segida ma deducen A sar, a 

7 un polinomio caraeteriatico del operador À, que actúa en el espa- 
«io real K, tiene una rais compleja (ina reall), a esta rals le corresponda 
en el espacio I un subespacio invariante bidimensional del operador A 


de Jordan. Tal procodimiento de inves- 
tigación dol operador es de usa relativamente raro, puesto quo las 
Jormas canónicas reales están privadas de muchas ventajas que po- 
soon Jas formas canónicas complojas. Es mucho más fácil y fructífera 
la investigación dela dilatación de un operador en un espacio com- 
Piojo. 


Ejercicios. 
l. Domuist campo do val operndor Â os 

e e 
2. Supongamos quo al operador dilatado 4 es de 

fo queen paco e panda elegi tal base oa Ta qoe la mat 


meon aeee 
Baa peep 

Toa pa 
tiano un subespacio ivars —tóm— E 


“¿Que análogo tune ea un espaeso rel el teorema 72.14 
Er lineal que actóa on un espacio zeal 
vector propio. 
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$ 81. Matrices de tipo especial 


Hemos considerado algunos opo- 
Edores de tipo especial. Será natural suponer que Jas matricos de 
lichos operadores deben poseer ciertos rasgos específi 
Una matriz compleja cuadrada U se llama unitaria, 
ide con la inversa UA, es decir, sí 
UU? = U*U = E. 


Recordemos que en una base ortonormalizada al operador conju- 

ado le corresponde una matriz conjugada. Por consiguiente, la ma- 

un operador unitario en la baso ortonormalizada es unitaris 

dadas en un espacio unitario dos bases ortonormalizadas 

cualesquiera, Construyamos la matriz de la transformación de coor- 

donadas al pasar de una de estas bases a la otra. De acuerdo con la 
fórmula (63.3), las columnas de la matriz están compuestas por 

coordenadas que tienen los vectores de la segunda basa respecto. 

la misma forma tiene también lo matriz del opora 

la 


la matriz 


conjugada U* 


La matriz de la transformación de coordenadas al pasar de una base 
ortonormalizada a otra base ortonormalizada es unitaria, 
Llamaromos dos matrices semejantes unitariag, si son 
y la matriz de la transformación de some 
dos del operador unitario se deduce que toda matriz unitaria 
¡taria respecto de iz diagonal de elementos 
quo, en módulo, son igus 


tos de la matriz unitaria. Supongamos que la matriz U es do ordon 
Designomos mediante u sus elementos. Entonces, do la igualdad 
UU" = E se infiere que 


S- [0 s an 
| t, si i=j 
Análogamonto, de la igualdad U*O = E obtenemos: 


ÉS] 


= fO si ia 
O 


De este modo, los sistemas de vectores columna y vectores fila 
de cualquier matriz unitaria representan en sí sistemas ortonorm: 
lizados. 

La matriz unitaria real U se denomina ortogonal. Esta matriz 
so determina por las siguientes correlaciones: 

UV =UU=E. 
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Todas las propiedades do las matrices ortogonales se deducen de 
las propiedades do las matrices unitarias 

Una matriz compleja cuadrada /] se llama hermitiona o auto- 
conjugada, si coincide con Su inversa, es decir, si 

H-n 
De este modo, la matriz doun operador hermitiano en la baso ortonor- 
maliznda es hermitiana, De las propiedades del operador hermi- 
10 so desprende que cualquier matriz hermitiana es semejante 
matriz diagonal real. Si hy son los olementos 

H: eutonces 

by=u 
para cualesquiera 4, j. Do aquí obtenemos, en particular, que los ele- 

¡gonalos de cualquier matriz bermitiana son reales. 

hermitiana real 7 e denomina simétrico. Esta matriz 

mina por la correlación sigutente: 
Ya 

Olsersemos que toda matriz simétrica es somejanto ortogonal 
respecto de la matriz diagonal real. Una matriz cuadrada se [aroa 
mormal, si es conmutable con su inversa. 

Do acuerdo con esta dotinición, una matriz de un operador normal 
en la baso ortonormalizada os normal. Teniendo presente las propie- 
dades del operador normal, es fácil comprender que toda matriz nor- 
mal compleja es semejante unitaria respecto de la matriz diagonal, 

Las matrices de tipo especial son do mucha importancia en la cons- 
trueción de los más divorsos algoritmos de cálculo, No obstante, no 
serán objeto do estudio detallado. Todas las propiedades de estas 
matrices son, de hecho, la reflexión de las propiedades análogas de 
los operadores correspondientes. 

Ejercicios. 

4. Demuésro que toda matriz compleja es semejante usitaria respecto 
ER e pl a u m 
Sean as Da e os jas dela matriz A s 
cxtaiand de ue tada Sal? propio me tro antas vecos le ma 
Piieidad. Demuéstes que, 


Š upgra. eun 


¿E Deseos quel igoaldad en la correlación (8 
y sólo cuando, Ja mat normal, 
4. Haciendo uso de la fórmula de Bioct—Cauchy, demuéstrese que para 
«vlquier mat ls menores principales de Ja mea Ar, aen na eg tps 
‘Demuéatreso que la suma de cuadrados de los módulos de todos las 
menores de una matriz unitaria dispuestos en cunlesquiera files © columnas 


tene lugar cuando 
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DEL OPERADOR 


$82 Continuidad y acotación 
del operador 


Hemos introducido ol concepto 
de operador lineal como cierta generalización dol concepto do fun- 
ción. Si suponemos que en los espacios se ha definido cierta métrica, 
podemos observar la analogía con la acotación de una función, la conti- 
nuidad de una función, ete. Al estudiar estos problemas, partiromos 
siempre de que vo operador actúa del espacio normalizado m-dimon- 
sional X en el espacio normalizado n-dimensional Y. Si X no coincido 
con Y, las normas en ambos espacios pueden ser introducidas indo- 
¡lomento la una de la otra. 
operador A que actúa do X en Y so denomina contínuo en el 
punto ze € X, si de la condición z} —rzs so desprende que Aza — Ato 
para cualquier sucesión (za) de X. SI el operador es continuo on todo 
Punto del espacio X, se llama continuo en todo punto o, simplemente, 


pondi 
U 


lineal que actúa en unos espacios nor- 
malizados arbitrarios de dimensión finita es continuo, 

emostracion, Tomemos un vector arbitrario za € X y olijamos 
en X una baso cualquiera ey, €s, Tenemos 


Pet. 
Supongamos que z zs y 

no tPet... Hee 
En conformidad con el teorema 53.1, de la convergencia en normi 


proviene la. convergencia de coordenadas, Por ello, EN + £i” pa 
dodo s. Pero 


Ar Paet... HAm 
y, además, 

Arbeit... HD Aem. 
Ahora, de la convergencia $ -> E" para todos los $ so deducirá lo 
convergencia Az, — Aze en norma del espacio Y- 
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El operador A so llama acotado, si existe una constante M tal 
«oo JAZU M Jl pea todo peor =E X, 

monna 32 Un lineal que actúa en unos espacios nor- 
«malizados arbitrarios de dimensión finita es ccotado. 

DesosTRACIOx. Supongamos que en cierto caso el operador A 
mo es acotado, Entonces, existe una Sucesión de vectores no nulos 
(en) tal que 

EETEET ENN 


mos una sucesión de vectores 


1 
“mara 
Esta sucesión converge a cero, puesto que 


Uan lll 10. 


Exa 


Por otra pa 


lAn Mp A do 


Esto es testimonio de que la sucesión (Aya) no converge a cero, es 
decir, ol operador A no es continuo en coro. La contradición obtenida 
con el teorema 82.1 da por terminada la demostración. 

Resulta natural plantear Ja cuestión acerca do la constanto mi- 
nima de todas las constantes Af que satisfacen la condición || Az I'< 
< M I z |! para todos los vectores z. Puesto que el conjunto de estas. 
constantes está acotado inferiormento por cero, la constante minima 
existe a ciencia cierta. Se llama norma del operador A y se designa 
con el símbolo | A |}. Por definición, la norma de un operador poseo 
las siguientes dos propiedades: 

4) para todo vector z del espacio X es válida la desigualdad 


NAZIS NA lez la (824) 
2) para todo número e > 0 oxista tal vector z, € X que 
NA >(1AN—0) zN (62.2) 
Demostremos que 
Ale sup (Az (62.3) 
HA 


o bien, que es lo mismo, 


mi-ai: ma 
si, desde luego, dim X > 0. 
Tomemos un vector arbitrario z que satisface la desigualdad 
lx [1< 1. Entonces, de (82.1) se deduce que 


NAz <A NI=U< NAM 
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Por consiguiente, 
up a (62.5) 


Luego, tomemos, de acuerdo con (82.2), un vector cualquiera z, y 
construyamos el vector 
fi 


n= 
En osto caso 

lanle giy lnia VADs N=NAn e 
Como lla I = A, resulta 
MA NSiAn >A e 


E 
Por sor e arbitrario, se obtiene que 
ao, MAZA (82.0) 


Ahora, de (82,5), (82.6) se desprende la correlación (82,3) quo so 
trataba de ostablecer. 

Mostraromos a continuación que la norma de un operador desem- 
peña un papel excepcionalmente importante al introducir una métrica 
én los espacios de operadores lineales. En ese coso será esencial que la 
horma del operador tenga una forma explícita (82,5). 


Ejercicios, 


a; Desuetresoque en un conjunto cerrado acotado de vectoren se alcanza 
lan cotas superior e Interior de lag normas de los valores dal operador lioa). 
È Dombéstrwo que un operador lineal transforma todo conjunto cerrado 

o cetado acotado 


acotado ua ceria ia afirmación del ajerciclo anterio, el no se requiero 1a 
acotación del conjunto? q esque x 
YE Demuístrase que on la fòrmula (82.3) Ja cota saporior se alcana on un 
conjunto de vectores qoo satislacea la condición | > Y = T, slempro que dim X > 
Si 
' Supongamos que yn operador 4 actón an el espacio X. Demultrss 


que À es regular, si, y sólo 5, existo tal número m > 0 que Y Az (> mz 
ERE quel Uzi 


$ 83. Norma del operador 


Un conjunto o yy de operadores 
lineales que actúan do X en Y es un ospacio lineal de dimensión finit 
Si esto espacio es lineal o complejo, se lo puede transformar en un 
espacio métrico completo, introduciendo en el primero, de tal o cual 
manera, una norma. 

La introducción de la norma en un espacio de oporadores lineales 
se efectúa mediante los mismos procedimientos que se usan en cusl- 
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jier otro espacio lineal. No obstante, en el caso dado el mayor inte- 

representan sólo aquellas normas en oyy que están relacio- 
nadas, de una manera suficientemente estrecha, con las normas on 
los espacios X, Y. Una de las clases más importantes de normas de 
este género la constituyen las llamadas normas concordadas. 

Si para todo operador de w ry se verifica la desigualdad 

NAZNS IAN + zh 
cualquiera que sea z € X, la norma de los operadores se denomina 
concordada con las normas vectoriales en los espacios X, Y. 

La ventaja de las normas concordadas se ve claramente en el 
siguiente ejemplo, Supongamos que A os el valor propio del operador 
A quo actúa en el espacio X, y z, un vector propio correspondiente 
A A En esto caso Az = Az, y, por lo tanto, 

NAS 
Por consiguiente, |} |< IIA i Así pues. hemos obtenido una deduc- 
ción muy importan 

Las módulos de los valores propios de un operador linea! no son super 
riores a cualquiera de sus normas concordad 

El ejemplo citado muestra que para 
ciones, es de emplear la 
Está claro que todas las normas concordadas están acotadas info- 
riormente por la expresión (82.3). Si probamos que está expresión 
satisfaco los axiomas de la norma, ella será precisamente la menor 
de las normas concordadas. De este modo Justíficaremas tanto la do- 
nominación de la expresión (82.3), como su designación. 

Evidentemente, para cualg ador A la expresión || A || es 
mo negativa. Si || A |I = 0, es decir, si 


sup NAzl=0, 
Ciak 


entonces || Az |] = 0 para todos los vectores x cuya norma no es su- 
perior a la unidad. Pero, en este caso, en virtud de la linealidad del 
operador, Az = 0 para cualquier z. Por consiguiente A = 0. Para 
odo operador A y un número À se tiene 


RS 
EA nenei 


Y, por fin, para cualesquiera dos operadores A, B, de wzy 
NA+B im sup Az+ 82 sup (ATI S 
ES omnet 
AS 


Todas estas. cormlaiones ditai que la expresión (82.3) representa 
en si una norma en el espacio de operadores Lineales. La norma (823) 
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denomina norma del operador subordinada a las normas vectoria- 


Jos los espacios X, Y- CE 
norma subordinada posee ts pr muy impor- 
tante con relación a la operación de multiplicación de los operado- 
xes. Supongamos que el operador A actúa de X en Y y el operador B, 
de Y en Z. Entonces, como se sabe, queda definido el operador BA. 
Toniendo presente la concordancia de las normas subordinadas, en- 
contramos 


UBAN- gap, (BA =N= sp, 1B (ASIS 
< sup (1811-1210 =1121 sup 1Azll=118 -AH 
iner a 


De esto modo, cualquier norma subordinada del operador poseo 
jentes cuatro propiedades principales, Para cualesquiera 


las sigui 

operadores A, B y todo número à 
D NANSO, si 40; NON 
2 MAANA 1141 


DNA BISIAN+ NB 

4) NBA NS UE Mel A le 
Como propiedad adicional indiquemos que para un operador idén- 
tico E es válida la igualdad 

NENA 
Esta so desprende de (82.3), puesto que Ez = z para todo vector z. 

En el caso general, la norma subordinada de ún operador dependo 
tanto de la norma en el espacio X, como también de la norma on ol 
espacio Y. Si los dos espacios son unitarios, a título de norma en ollos 
puedo sorvie la iongitud de los vectores. La correspondiente norma 
subordinada del operador se denomina norma espectral y so dosigna 
con el simbolo |}- lls. Así pues, para todo operador A que actúa de X 


en Y se tiene 
NAN= sup_ (Ax, An). (63.2) 
ta 


Investiguemos algunas propiedades de la norma espectral, 

La norma espectral no varía, cuando el operador se multíplica por 
cualesquiera operadores unitarios. 

Sean Y, U los operadores unitarios arbitrarios que actúan en los 


(89,4) 


espacios X, Y, respectivamente. Consideraremos el operador B = 
SUAV. Tonemos 
NBI aip (87 Dam sup (UAVZ, UAV 9 = 
(AV, U*UAV:)= sup (AVz, AY 
la a 
= sup (AVE, AV) 


RS 


eva 
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La definición de una norma espectral en la formo de (83.2) per- 
mite establecer su relación con los números singalaros del operador A. 
Sean z, za, - «Zm un sistema ortonormalizado de los vectores pro- 
pios del operador A*A y sean pi, ph, - . . Ph los valores propios 
do dicho operador. Sin limitar la generalidad de los razonamientos 


supogamos que 
MDPS 22. (83,3) 
Ropresentemos el vector z €'X en forma de la descomposición 
zeant... + auim 183.4) 
entonces 


maag 12,1. 

Según se ha observado en el $ 78, el sistema Zy, Zg, + + + Zm 80 trans- 
forma por el operador A en un sistema ortogonal, siendo en este caso 
(Azn depot 
para todo L. Por consiguiente, 


=Š jap 
(s, A= X, 1a loh 


que de E 
lage sp Š laol (83.5) 
Š mri 
a 
Está claro que bajo las condiciones (83.3) 
MARA. 


Pero, para el vector 2, el segundo miembro de (83.5) toma o) valor 
pl. Por ello 
NAAA 


De este modo, 
La norma espectral del operador A es igual al número singular má- 


Ejercielos. 


1, Dentro cualquier valor propio à del operador A se vori- 
tiea a 


cipa 


Y 06 NORMAS MATRICIALES DEL OPERADOR 287 


2. Sen q (1) cualquier polinomio con coeficientes no negativos. Demuéstrese 


las 


ASUS para, tdo operador eps 
¿caco tand Tga la lalo pr cla de ds ran seua 


$ 84, Normas matriciales 
del 


La norma espectral es, en esen- 
cia, la única norma subordinada del operador el cálculo de la cual 
no está relacionado explícitamente con las bases. En cambio, si en 
los espacios con operadores dados se han fijado algunas basos, en- 
tonces la posibilidad para introducir les normas operacionales so- 
hace mucho más ampli 

Así pues, consideraremos una vez más los operadores lineales 
actúan del espacio X en el espacio Y. Supongamos que en X está 
da la baso ey, en + > »» En Y en Y, la base gis 9r, > ++» Qu: Descom- 
pongamos un vector arbitrario z £ X según la base y obiendremos 


amet. Enem NS 


n. Da modo análogo pueda 

sor introducida también una norma en el es 
dardo msn mer do PED. Po los Ev 
romos las normas de los operadores subordinadas y concordadas pre 
cisamente con las del tipo (52 4). Más aún, convengamos en conside- 
ue en ambos espacios X e Y se han introducido las normas de un 
tipo. Es evidente que las normas correspondientes del operador 
anera con los elementos ayy de la 


expresiones para las normas do 
los operadores subordinadas a las 1-normas y co-normas de (52.4). 


aa Rei 
o A 


Vale sp, 
< 202, ($ $ i113 0< 22, E 1218, teu D< 


p Az wd< 


Dgo», Nzi) máx Y lasl- 


Mostremos ahora que para cierto vector z que satisface la condición 
Mza A. Az la coincide con el segundo miembro dela corela- 
ción obtenida. 
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Supongamos que el valor máximo en el segundo miembro se al- 
canza cuando / = L En este caso todas las desigualdades se convier- 
ten on igualdades, por ejemplo, para z = e. Así pues, 
Allan máx Jesl- 
NAW máx Jess 
Análogamente se investiga también la otra norma: 


DS 


Al 5 rep (e 
Vb o, Mito e, 


a Š layta, 
<A uas 


Saa NA eD aa- 


(máx È a, ziejm máx Y Lal. 
(ás È 140 1) mp, llo) máx 2, leul 


1 A 
Supongamos que el valor máximo en ol segundo miembro so alcanza 
para t= 1, Tomemos un vector x cuyas coordenadas son 7 = 
m | auy Vas, si ay É 0 y y == 1, si ay = 0. No es difícil comprobar 
que para dicho vector todas las desigualdades se convierten en igual- 
dados. Por consiguiente, R 


= máx È jayt- 
llam mix È 101 


Con el objeto de hallar la norma del operador subordinada a los 
2-normas de (52.4) procodamos de la manera siguiente, Por analo 
con (32.1), introduzeamos un producto escalar en los espacios X, 
Entonces la 2-norma de (52.4) coincidirá con la longitud del vector. 
Por ello, la norma subordinada no es otra cosa que la norma espectral 
dol operador, correspondiente al producto escalar dado. Elegidos los 
Productos escalares, las bases se convierten en ortonormalizadas, 
razón por la cual en astas bases al operador conjugado le corresponde- 
rá una matriz conjugada, Al designar mediante A yo la matriz del 
operador A, obtendremos de lo dicho la siguiente deducción. 

“La norma de un operador subordinada a las 2-normas es igual al 
número singular máximo de la matriz A, 

Las normas examinadas son ciertas Tanciones de la matriz del 
operador. Mediante un procedimiento semejante pueden construirse 
no sólo las normas subordinadas, sino también los concordadas. Una 
de las más importantes normas concordadas es la lamada norma 
euclidiana. Designarómosla con el simbolo liz. Si el operador A 
tiene en las bases olegidas la matriz A çe con elementos ayy, entonces, 
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por definición, 


tos 


AS ARTS 


Gin 


IAS 


general la norma euclidiana no es subordinada, El hecho 
de que alla ostó compatible con las 2-normas so demuestra del mismo 


ina. A saber, 
MA lg tr (Ajo Aya) = tr (Age A8). (84.2) 
Ahora podemos enunciar las siguientes deducciones, 

A una matriz conjugada en las bases ortonormalizadas le corres- 
Dr cl re Y 
los productos escalares por analogía con (32.1). convertiremos las ba- 
ses elegidas en las ortonormalizadas. Dado que la traza de una 
matriz os igual a la suma de sus valores propios de (84.2) se deduco 
que: 

EL cuadrado de la norma euclidiana de un operador es igual a la 
suma de los cuadrados de sus números singulares. 

“Al introducir productos escalares en X, Y podemos hablar de los 
operadores unitarios. Con referencia a estos operadores unitarios re- 
Sulia fácil mostrar que: 

‘La norma euclidiana no varía al multiplicar el operador por cuales- 
quiera operadores unitarios. 
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En efecto, como ya s ha indicado en los ejercicios del $ 78, los 
números singulares no cambian cuando se multiplican por los opera 
dores unitarios, mientras que la norma euclidiana se expresa solamen- 
te en términos de los números singulares. 

En la mayoría de las aplicaciones relacionadas con las normas 
esula importante no tanto la definición explícita de la norma del 
operador, como el cumplimiento de las propiedades (83.1). Por esta 
razón la norma de un operador puedo definirse aziemáticamente por 
intermedio de su matriz. Elijamos en los espacios, donde están [ija= 
dos unos operadores, algunas bases; entonces a todo operador corres- 
ponderá cierta matriz. À toda matriz pondremos en correspondencia 
un número denotado por el símbolo [| y supongamos que en este 

las condiciones (83.1). El 


Jen también 
Poda norma ao 


los muestran que la realización práctica 
de una norma del operador on términos 
atriz es posible. En lo que sigue, al hablar de le 
ices y de los operadores, siempre supondremos 
y el cumplimiento de las condiciones (83.1). 


Ejercielon. 
Demulateso que con toda porma para la matriz unidad se veria lo 
caigas 
IEIS CE 
2. Sean A, = ><, Ay los valores propios do Îa matriz A. Domuéstreso que 


PAS 
r a 
Complra esta Igualdad con (1.0. 


$85. Ecuaciones operseionales 


Uno de los más importantes pro- 
blemas del álgebra consiste en la resolución de los sistemas de ecus- 
clones algebraicas lineales. Ya nos hemos encontrado más de una vez 
con este problema en el transcurso de muestra narración. Ahora lo 
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(60.2) serán equivalentes a une igualdad matricial dol tipo 
(61.2) y la última es, a su vez, equivalente a la igualdad operacional 
Arm y. 654) 

juí, A es un operador que actúa de X en Y y tiene en as bases olé- 
gidas la misma matriz de que se dispone el sistema (50.2). Las coor 
donadas dls vectores z € o y € Y en Ja buses legidas son, repo 


tivamente, (is » > ++ Em) Y (a; ++ s ma) s 
De oste modo, en lugar de los sistemas de ecuaciones algebraicas 
lineales "considerar las ecuaciones (85.4). El probloma con- 


sisto on hallar todos los vectores x € X que para el operador A y ol 
vos y 5 Y odos enim la tod 8, Daa grasia l 
tipo (85.1) so donomina operacional, al vector y lleva el nom 
Segundo miembro y el vector x es le solución. Desde Juego, todas lan 
propiedades de los sistemas de ecuaciones se extienden automática» 
monto a las ecuaciones operacionales, y viceversa. 

El teorema de Kronecker—Capelli enuncia la condición necesaria 


una rolación profunda que existe entre los sistemas y las ecuaciones 


de otros tipos, 

Sean X, Y unos espacios unitarios, entonces queda definido el 
operador A'*. La ecuación (85.4) se llamará ecuación no homogénea 
fundamental y la ecuación 


A*u =v, 


O bien la ecuación no homogénea fundamental tiene solución, cual- 
quiera que sea el segundo miembro, o bien la ecuación homogénea conju- 
ada tiene por lo menos una solución no mula. 

En efecto, designemos con r el rango del operador A. El mismo 
rango tendrá también el operador A*. Pueden observarso dos casos: 
o bion r = n, o bien r < n. En el primer caso el campo de valores 
del operador'A tiene dimensión n y, por lo tanto, coincide con el 

cio Y . Por esola ecuación no homogénea fundamental debe tener 
solución, cualquiera que ses el segundo miembro. En el mismo caso 
el defecto del operador conjugado es igual a cero, razón por la cual el 
núcleo no Liene vectores no nulos, es decir, la ecuación homogénea 
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conjugada no tiene soluciones no nulas. Si r < n, el campo de valores 
del operador A no coincide con Y y la ecuación no homogénea fan- 
ánmental no puede tener solución, cualquiera que sea el segundo 
miembro. En esta circunstancia el núcleo del operador conjugado 
se compone no sólo del vector mulo, a consecuencia de lo cual la 
ecuación conjugada homogénea tieno soluciones no mulas. 

La afirmación demostrada es de significación especial cuando 
Jos espacios X, Y coinciden. En este caso la existencia de una solu- 
ción de la ecusción no homogénea fundamental, cualquiera que sea 
el segundo miembro, significa qe ol operador 4's regular. Por ell, 
en el caso dado os válida la así llamada 

"ALTENTIVA DE maom. O bien la ecuación no homogénea 
fundamental tiene siempre solución y, además, única, cualquiera 
Que sea el segundo miembro o bien la ecuación homogénea conju- 
Fada tiene por lo menos una solución no mula. 

TROREMA DE agomo Para que la ecueción no homogénea 
fundamental sea resoluble, es necesario y suficiente que su segundo 
miembro sea ortogonal a todas las soluciones de la ecuación homogéneo 
conjugada, 

Drmosrnaciox. Desigoamos con N* el núcleo del operador 4% 
y mediante 7, el campo de valores del operador A. Si la ecuación 
no homogénea fundamental es resoluble, entonces el segundo miem- 
bro y €T. De acuerdo con (75.8), se infiere que yL decir, 
(y, 2)=0_ para todos los vectores u que satisfacen l ecuación 
Añu=0. Saa ahora (y, u) =O para los mismos vectores u, entonce 
y LN? y, conforme a (15.5), y ET. Mas, esto significa que existo 
un voctor' € X tal que Az=y, os decir, la ecuación no homo- 
génca fundamental es resolubio. 


Ejercicios. 
p pomo Jeans Aeg p e, 
e et Tp 
ACTA pozo de a uds y 4 ts 


$ 86, Seudosoluciones 
y un operador 


La definición arbitrarig dl opo- 
rador A y del miembro seguado y puode conducir a que la ecuación 
85.) no tenga ninguna solución. Evidentemente, esto so debo sólo 


r = Az — y, llamado residuo del vector z. Para que z sea la solución 
do la ecuación (854), es necesario y suficiente que su residuo sea 
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mulo. A su ver, para que un residuo ses mul, es necesario y sulis 

ciente que sea m itud. De este modo, todas las soluciones 

de la ecuación (85.1), y sólo ellas, satisfacen la igualdad 
14z—yP=0, 

Dado que el valor nulo de la longitud del residuo os el mínimo, 
la determinación de las soluciones de la ecuación (85.1) puedo consi- 
dorarso como el problema de la búsqueda de los vectores z, para los 
cuales la expresión 

O) = lAr (654) 
alcanza su valor mínimo, El sogundo miembro de esta expresión 
so denomina funcional del residuo. La búsqueda de los vectoros que 
minimizan la funcional del residuo tieno también sentido en el caso 
cuando las soluciones de la ecuación (85.1) no existan. Esto sirve de 
baso para la siguiente definición. 

Se llama seudosolución (o solución generalitado) de la ecuación 
(654) todo vector z € X, para el cual la funcional del residuo alcanza 
su valor mínimo. La seudosolución de longitud mínima recibo el 
nombro de seudosolución normal. 

Mostremos que la seudosolución normal existo siempre y os, 
además, nica. En los espacios X, Y fljomos las basos alngularet 
Bor Em © Pas © + Das 


han ve À bir 02) 
Tomando en consideración las correlaciones (78.2), obtenemos 


44m Š oan È bot 


Convengamos en considerar, como hasta ahora, que Jos números 
singulares pa son distintos do cero, miontras que los núme- 
os restantes son nulos. Puesto que las bases singulares son ortonor- 
malizadas, tenemos 


O= À anh 3,101 


Es evidente que el valor mínimo de la funcional del residuo se conse- 
girt, para aquellos vectores z, en los cuales las últimas m — t eoor: 

das a, son arbitrarias, y las primeras £ coordenadas se determi- 
nan por la fórmula 


m = por 653) 
La soudosolución normal seré 


2-3 Ëa. (864) 
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Recordemos que los vectores ztsy,  - ~, Zm forman la base del 
núcleo N del operador A. Por eso el conjunto de todas las seudosolu- 
ciones representa en sí un plano en el espacio X cuyo subespacio 
director coincide con el núcleo N y el vector de desplazamiento 
coincide con cualquier seudasolución. La solución seudonormol es 
el único vector, ortogonal a N, de este plano. 

Haciendo uso de las correlaciones (78.2), (18.3), es fácil mostrar 
que las seudosoluciones, y sólo ellas, satisfacen la ecuación 


Atar = dt. ws 
En afecto, scribamos los vectores z, y en forma de las descompo- 
siciones @8-2). “Tenemos 


Arz X plano 499 È orto 


Do aquí so deduco que las soluciones de la ecuación (86.5) serán los 

Vectores z, y sólo als, para los cuales las primeras t coordenadas oa 

so calculan según (86.3) y las últimas m — f coordonadas son arbitra- 

rías 

Do este modo, sí la resolubilidad de la ecuación (85.4) no es garanti- 

tada, siempre podemos sustituir la resolución de dicha ecuación por la 

resolución de la ecuación (86.5). En ete caso se la mintmización 
de la funcional del residuo para la ecuación (85-1) 

E operador vaso jaoga un papel importanto on muchas investi- 

¡nido sólo para un operador regular 

lionte para un 


2-4 668) 
cualquier y € Y. Está claro que si ol operador A es regular, el 
perador srudoinoerao coincide con el inverso: Invostiguemos Ias pro- 
Piedados del operador seudoinverso. 
Supongamos que a la par con (66.5) disponemos de ue = A*r 
jara certo vector » € Y. Consideremos un vector ay + Po para cut- 
Tesquiera námeros a, $. A1 tomarlo en calidad de segundo miembro 
de la ecuación (851), el vector az, + Puy saistrá, a ciencia cierta, 


une ecuación del tipo (86.5) y por osta razón será 
ns Sosentución: Fonto que Sm ua ain orcogenalas al náeloo del 


$ 1 SEUDOSOLUCIONES Y UN OPERADOR SEUDOINVERSO 295 


operador A, será también ortogon: núcleo del vector az, + fo. 
Por Jo tanto, dicho vector esla sendozolución normal, Do esto modo, 
de linealidad del aparador sendoinverso queda establecida, 

as propicdndes del operador eudolnveso pueden ser Táilmento 
establecida» sl considerados su acción sobr los vectores do as bsos 
singulares. De acuerdo con (86.4), tenemos 

co [Po ES 
Me (88.7) 

De aquí se desprende gue: 

El campo de definición, el núcleo y el campo de valores de los opera- 
dore eudbinceroo y conjugado coincide. 

Con ayuda de las fórmulas (78.2), (78.3), (80.7) se pueden obtener 


relacionan los operadores A, A*, A*. 


4) (A0)O = (490, 

2) Aay =A, 

3) (AM)? = AAt, (AA = AA, 

4) (A*A)® = A*A, (A°AP = A*A, 

5) AAA = A. 
Estas correlaciones se demuestra: el mismo esquema, razón 
por da cual a ¡óado de ejemplo consideraremos detalladamenta alo 
las correlaciones primora y tercer: 

Comparando (78.2) y (88.7) elijamos, en calidad dol operador A, 
ol operador conjugado A*. Puesto que para este último se verifica 
(18.5), rosulta p 

t, 


k>t 


Ahora, partiendo de (86.7), apliquemos una corel 
a 083) al operador (4")*. En este caso 


m AL, 
cl AS 


k>t. 
Do este modo, los operadores (A*)* y (A*)* coinciden sobre la base 
tomar en consideración ), (88.7), concluimos que para el 
RAS 
Led AL, 
a E 
de vectores propios Y. + Ya» asi como también los valores propios 
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rentes y O, es decir, es hermitiano. De este modo queda establecida 
la primera de las correlaciones del tercer grupo. La segunda igualdad 
se desprende, evidentemente, de (85.8). 
Efercilos. 
- ¿Que “sm inverso reci al o 
adol AQE Presenta on s1 un orador que o seudoiavenso reparto al opoe 


A. Demutstrese que existon tales operadores 
A*m KA* = A*L. 
Describaso la scción de los operadores K 


Ee Desmiéittene que us aparador 
a condieiones s Se 


X y Len Y que se veria 


Le 
inverso se defino univocamente por 
AMA mA, 

A* = KA* = A*L, 

6, Demuéatres que todas las seudosoluciones, y sólo ollas, sirvan do sov- 
clones pama la aca S n an 

z = 44 


Establércaso «l sentido guomótrico de las sevdosoluciones. 


$87, peturieión y regularidad 


Por este término se entenderá un operador que actúa en el espacio X 
y tiene la forma £ + A. 

Si À es un valor propio cualquiera del operador A, entonces 
4 + A sorá un valor propio del operador £ + A. Dado que |A | < 
< [4 Il, entonces, en virtud de la condición || A || < 1, todos los 
valores propios del operador 4 son inferiores en módulo a la unidad, 
Por consiguiente, todos los valores propios del operador Æ + A 
son distintos do cero y este operador será regular. 
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De oste modo, al cumpliræ la condición Y A || < 1, eziste el 
operador (E + A)"%. En cambio, si el operador E + A es degenerado, 
entonces || A || > 4 para cualquier norma. 

Para cualquier número a, cuyo módulo es inferior a la unida. 
es válida la correlación límite 


(a) ts limas 
ps 
donde 
apm È a 


5 

Mostremos que una correlación análoga tiene lugar también para 
ol operador (E F AJOS si A PEA. Eraminemos una sucesión 
de operadores {Ap} 


A an. 


Es fácil comprobar que 
(E + A) Ay = E— (Apo, 


MER AJA — EN = 1AP 674) 


Formalmente esta igualdad es verídica también pare p = —1, 
siompre que se considere A., = Ô. 
Luego, so tiene 


WE + A) Ap — E || = (A) — (E + AJA + AA) (ESA) MR 
> 114) — (E+ AJA NA MA» — (ERA) lo 
(1014 MIA) = (E + A) 


Ahora, teniendo presento (87.1), obtenemos, pare p = —4, la estima- 
ción de la norma del operador (E + A)“, es decir 


nera. 


Para cualquier norma subordinada se verifica la igualdad | Æ || = 1, 
por consiguiente, en este caso 


MEHA ISTE (67.2) 


Cuando p > 0, obtenemos la estimación pora la desviación del opera- 
dor Ap del operador (E +A)”. A sabor, 


14-01. (87.3) 


En virtud de la condición |] A | < 4, esto significa que la sucesión 
{4p} convergerá al operador (E + AJ- Si el operador Ay se consi- 


por lo cual 
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dera como aprozimación hacia el operador (E + 4)"%, la fórmula 
(87.3) nos ofrece la estimación de la ezactitud con que se realiza la 
aprozimación. 

Sea A un operador regular cualquiera. Consideraremos el operador 
A + ea, donde z4 es un operador arbitrario. Llamaremos £, per- 
turbación del operador A, y Á + ta, operador perturbado. Aclaromos 
en qué condiciones, impuestas sobre la magnitud de la norma de 
perturbación, el o perturbado será regular. Nos során de 
interés an oste caso sólo ls valoras pequeños de la norma de portur- 

ción. 

El operador A os regular y por eso existe el operador A~, Por 
consiguiente, se verifica la igualdad 

A+ ea =A (E + Atea). 
Do aquí se desprende que el operador A + 64 será regular, si, y sólo 
si, es regular el operador E + A“te,. Esia condición so cumplo 
a cioncia cierta, siempre que 
NAT St 


paca, ua norma cualquiera, Se cumple con mayor razón, ai 
MN ea 1< 1. 

Do suerte que un operador perturbado será regular con todas perlur- 
bactones que satisfacen la desigualdad * 


ID (87.4) 


Cuando ol operador A es perturbado en e4, ol operador invorso 
A~ recibirá una perturbación igual a (A + 24)“ — A“. Designemos 


medianto 
salia, ri E (87.5) 


SAN cual tonces GHAN a apandar E EAT 
será regular y por eso 
AA + sayt A = (A + ea) A — E) A 

= (A7 (A + ea))* — E) A+ = (ERA e Y tE) A. 
Do acuerdo con la fórmula (87.3), para p = O, enconteamos que 


Hada lali lid leal 


Ahora, teniendo presentes las designaciones (87.5), obtenemos la 
siguiente estimación: 
SS (67.5) 


Ya = AA M 67.7) 


donde 
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El múmoso va so denomina número de condicionalidad del opera- 
dor A. Aunque ésto número depende de la norma elegida, nunca 
puede sor muy pequeño. De la igualdad 

E= AA 


concluimos, tomando en consideración (84.3), que 
ASIENS NARA N= va 


ración con 
resolviendo 
Supongamos que con un operador regular A se resuelvo 


ción operacional 


Any. (678) 
Examinemos una ecuación perturbada 
(Ade) it (67.0) 


Si so cumplo la condición (37.4), la ocuación perturbada (87.9) y la 
8) tendrán las únicas soluciones 2 y z. Evaluemos su 


A la par con (87,5) 
ae 67. 


) (57.7) introdurcamos las dosignaciones co- 
perturbaciones relativas en z, y, 09 decir, 


zea 


FA ea" W +e) 


De aquí onconteamos 


Ta (EG AE) Aty HEHA etA 
y luego 
AER AY E ll (ERA 


XMAN + Mey e 


Convengamos on considerar que se emplea la norma subordinada. 
Tomando en consideración las estimaciones (87.2), (7.3), como 
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también la desigualdad I| y || < I| A l-z H, obtendremos 


-ere Eiht le Mel < 


pespray l0al pe rar der 
< tl lat 
JAR iA AAA JAS 


De acuerdo con las designaciones aceptadas esto significa que 
gy (64 +8). (87.40) 


La fórmula obtenida muestra nuevamente la significación del 
número de condicionalidad y esta vez también es importanto, desde 
al punto de vista de estabilidad, que este número sea no demasiado 
grande. 


número de d a 

mero PEPE i 

lero imo. 

"paid, siae, plen la norma spain? 

[upia por operadora 'unitarion, 

ss noc do rai A oros espectral o qui: 

Á Domuéstreso que para cualesquiera operadores regulares A, E sa vorfica 
desigualdad 


meo, dass 
He euda. 
rtg, pul ger Ja gae s ta de o doto a 


Pia "aa Wa opero 
dea marke coinciden con an coordenadas de ln vasto. 


9. Demuéstras, 


$58, Solución establo 
de las ecuaciones 


nes. 
upongamos que un operador actúa en un espacio 

además. que en cierta base ortonormali- 
(853) le corresponde un sistema de ecuaciones 
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algebraicas lineales del tipo siguiente: 

dex + 02, =1 

O-z, + Deza da 

Es fácil determinar que la soudosoluci 
guientes coordenadas: 

u = (1, 0). 


Es muy posible que la ecuación porturbada conducirá en la misma 
baso al sistema 


normal up tendrá las si- 


La +0 =1 
Ox + ez 4, 


tiene las siguientes coordenadas 
ld, e. 


Cuando e son pequeños, los vectoras us y 10 no sólo son muy dif 
rontes, sino que son casí ortogonales. 

Si una ocuación tiene más do una seudosolución, en el caso 
ral, las porturbacionos pequeñas en el operador y enel segun 
bro siempre causarán grandes perturbaciones on la seudosolución 
normal. No obstante, mostraremos que a pesar de que muchas noclones 
relacionadas con las ecuaciones operacionales son inestables, la seudoso- 
gimen que dl aparador aci del aspacio X on ol 

Supongamos que ol operador A actúa del espacio X en ol espacio 
meda! ao rosaire la ecuación (85.1), Por analogia con la 
funcioni, del residuo, consideraremos la ast llamada funcional de 
regularización 


Ost) = alz P + lAr y P, 684) 
donde 2 >0. Está claro que para a = 0 esta funcional coinci 
con la del residuo y alcanza su mínimo en las seudosoluciones de 
ecuación (85.1). Aclaremos, en qué vectores alcanza el mínimo la 
funcional de regularización para 2 >0. Haciendo uso de la descom- 
posición (86. 

DAL 


0 eart- È an $ 


Do aquí se deduce que para alcanzar el mínimo, es necesario to 
los valores nulos de las últimas coordenadas aisy, - - -» Zm Y mini- 
mizar, para todo k < t, la expresión 


ajan + l paaa — Ba Po 
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Esto nos da, para k< t, 
pata 
a Y 
De suerte que, el valor mínimo de la funcional de regularización 
(88.4) se alcanza para todo a > O en el único vector 


el (8 


La comparación de las fórmulas (86.4), (85.2) permite establocor 
ciertas correlaciones que ligan za y Zo. Paro p, a >O tenemos 


oe ela 1Biartzigjtet 


ao (5+9) mip 
-prr Ee 
por lo cual se desprende que 
lza PS iR PS Ita P+ 2an, (88.3) 
donde ; 
moy 
z 
A continuación encontramos 


nono] o 


de donde concluimos que 


donde Iz= 5 an 188.4) 
Pone, 
Por consiguiente, e 
E. 


De sto modo, cuando ls valores de a son pequeños, el vector ze 
Puede servir de aprozimación a la seudosolución normal 24. 

Descompongamos los vectores za y ze según las bases singulares, 
por analogía con (86.2). Por comprobación directa es fácil convencerso 
de que za satisface la ecuación 


(A*A + aE) am Ay. 685) 
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Para a > 0 el operador A*A + uE es definido positivo, por lo cual 
existe el operador (A*A + aE)*, es decir, 
Za = (A*A Haga. 68.) 
En el vector z, ag ar aige i Egiaren 3.4) 
nsiguiente, Da (Ze) la ent presentes (88.: 
Ba obtenemos 
A IS 

<l Any 1420. (68.7) 

Además, O, (£a) < Da (0), de dondo se infiere 


Ince 


Junto con (88.8) esto es testimonio de que para cualquier operador 4 
y todo vector y se tiene, para a > 0, 


IWA taet Ary- (88.8) 


En la resolución práctica de la ecuación (854) el operador A 
y ol sogundo miembro y se fijan, corrientemente, de manera inexacte 


A TS (68.9) 


_La determinación de la solución aproximada Za, partiendo de A 
e Ñ perturbados, conduce a una ecuación de tal indole: 


AA+ aE) Ta dy. (88.10) 
De (88.5), (88.10) encontramos 
A — Äe (Arai 
A ÄÄ —A) ta — 0) 
Esto significa que la diferencia Zą — z es la solución de la ecuación 


co al operador (ÅP + aE) y 4 segundo miembro dl po = 
Zu 4 Ao, donde 


u2 (4—Ã (Ara), 
v=- zay). 
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Por eso 


Tar (PAS at (AA EY! do, 
Evaluemos ahora las normas de ambos sumandos en esta igualdad. 

Los valores propios del operador Á*A + aE pz inferiores 
a a. Por consiguiente, los valores propios del operador (4%4 + a)=1 
no son superiores a at, Para un operador definido positivo la norma 
espectral coincido con el valor propio máximo, es decir, 


MA A+ aEy Sar. 

Teniendo presentes (88.7), (85.9), tendremos 

MS 
par A IP an, 


Para ostimar el segundo sumando, haremos uso do las fórmulas 
(88.3), (85.8), (88.9). Encontramos 


Maitas o <ir aat. 
Asi pues, 


MEE Ary IP 2an + a 1147) 
El error total de la seudosolución calculada Za es 
1a- iIin lle 
Sa Ar 1P + 2am" 
+ mallzo+T). (8849) 


El segundo miembro de esta desigualdad no contiene ninguna 
información referente a los perturbados A, y dados. Por ollo existo 
tal a, para ol cual el miembro citado alcanza su máximo. Este valor 
de a asegurará la aproximación casi mejor de Za a la seudosolución 
normal exacta ze. 

Supongamos que Z4 y E, son unas magnitudes de orden e y el 

propio” de suficientoitonts Si le ocuacióa exacta (68.1) 
tiene solución, entonces Az, —y ='0. En este caso al segundo mi 
bro de (88.14) es, a juzgar por el carácter de dependencia de a 
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y 0. non focción del tipo 
ateti 


n valor de orden ¢??, En cam- 
bio. solución, entonces Aza 
y 2 0. Ahora el segundo miembro de (83.11) es una función del 
tipo 


ne 


Cuando a = e12, ella toma un valor de orden e, 
"De este modo, si los datos de entrada de la ecuación (85.1) están 
frsflados con una enctud del orden, t, la seudosolueión narmal puede 
arse con la exactitud del orden 3% si la ecuación exacta es soluble, 
y con una exactitud del orden +! en el caso contrario. 3 
El parámetro æ, que asegura la aproximación necesaria de Fas 
no puede ser determinado, partiendo sólo de A e y perturbados. 
Esto so debe, principalmente, a que las condiciones (88.9) no 
zan la continuidad de la seudosolución normal en ol campo dado de 
Variación del operador y del segundo miembro. Con ol fin de deter- 
minar el parámetro a <e usa, abitualmente, uva información a 
tional acerca de la solución. En algunos problemas no se requiero 
proximidad garantizada a la seudosolución normal, sino que se 
Considera suicionte la definición estable del minimo de la funcional 
del residuo. En los problemas do este tipo la determinación del pará- 
metro resulta algo más simple. Aunque todas estas cuestiones son 
muy importantes. no nos detendremos ante ellas, puesto que salen 
de los márgenes de esto curo 


Ejercicios. 


A, Dinmpásrese que enla estimación (88:3) es la Longitud do 
normal de I ecuaci El e eS 


solución 


APA APAs = A*s 


a, Demis qe y en la estimación (88.4) sl Longitud del solución 


rara a 

3. Demuésreso que la diferencia za — zg sta la ecuación 
(A*A + aE) (A*A 4 BE) (za — 2p = 2 4 

Campos (83 10) y 7.10. aQ puede decirse mbr a mtmacin 


4 
de en at eass de un operador manar AF 
S I E qut ect Pude calas a seodomiución normal, si A = 0? 
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$80. La perturbación y los valores 
propios 


La perturbación de un operador 
conduce, generalmente, a la variación de todos sus valores propios 
$ vectores propios. Siendo muy compleja la investigación de dicha 
dependencia, nos limitaremos a ilustrarla con unos ejemplos. Resulta 
más cómodo describir el problema dado en términos de los motrices 
do los operadores en vez de considerarlo en términos de los propios 
operadores 
Sea B una matriz arbitraria de estructura simple y sen M una 
matriz tal que 
HABRA, 694) 


dondo A es la matriz diagonal de los 
Consideraremos un 
valores propios A- 
cual sork degenerada también la ms 
H- (B + en — AE) H = (A — AE) + H- 
Se prezentan dos posibios asos: 
J A = M para cierto i, 
2) Aé dy para cualquier valor de t. 
En el segundo caso la matriz A — AE es regular, por consiguiente, 
(A — AE) + Hole pll = (A — XE) (E + (A — AEY'H e aH). 
La matriz, que interviene como segundo factor, es de 
Esto signilica que toda norma de la matriz (A — AE) Hte nif 
dobe ser no inferior a la unidad. En particular, 
UA — AE) HeH >. 
De aquí se deduco que 
máx 1011180 Neol N> 
igien 


o bien 
mia [MAISI A alle la 14 e 
pS 


En l primer cao ata desigualdad se vertica también, por lo 
cu 
Ih AlS vu lits th (69.2) 
por lo menos pera un valor de 1. Aquí 
e A NE h 
es el número de condicionalidad de la matriz H expresado por le 
norma espectral. 
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La correlación obtenida quiere decir que cualquiera que sen le 
perturbación ep de la matiz Ø, para todo valor propio 4 de le 
Matriz perturbada 8 + €p existe tal valor propio A de la matriz B 
quo se verifique la desigualdad (89.2) Cabe notar que en nuestros 
Totonmmnlentos nunca hemos requerido que ls perturbaciones € fueran 
pequeñas. La correlación (90 2) puede ser interpretada de una manera 
NN $ 

vel los de una matriz perturbada se disponen en un 

domino qe representa la vna de dos ln circos e ara aA 

eniros en de 
Y “Tas columnas de la matriz H representan en si os vectores 
pios de la matriz B. Por ello, de @0.2) se infiere que como medida 
Jeneral de la sensibilidad de los valores propios a la perturbación 
le una matriz puede, evidentemente, servi el número de condiciona: 
Maad de la matriz 1 compuesto de Jos vectores propios (no do la 
matriz Bi). La matriz H que satisface (94), no es 
uo los valores propios están de 
Tios, Convengamos mn considerar que la matriz se elige mempre de 
dal manera que el valor vn queda minimo. Recordemos que en todo 
PARTES 

SUL Gs uno matriz normal y, adom 
entonces M siempre puedo elegirse vn 
y. por lo tanto, 


hermitiana o unitaria, 
En esto caso va = f 


Ia AIS Mes Me (60.3) 


Examinemos más detalladamente el caso de una matriz hermi 
con la perturbación hermitiana €p Ahora podemos mostrar que 

dico, dad (vd, Et 
a e su 
PIS Aer 
todos Jos razonamientos, obtendremos una fórmula. análoga a la 
(89.3) von la particularidad de que en la primera los Valores propios 
A A Eel 
id A 
aee a e 

il A 
la perturbación £» suficientemente pequeña, todos los círculos 
se separan y todo círculo contendrá uno, y sólo un valor propio de la 
E 

E NAAA 
A ra ele pee 
A e del elena ds ss 
a 


a 
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A título de ejemplo consideraremos un caso, alímites en cierto 
sentido, en que la matriz B se compone de una sola caja canónica de 
Jordan. Se puede considerar convencionalmente que todos los vecto- 
Fes propios de tal matriz son colineales. la matriz de vectores propios 
vs degenerada y, por consiguiente, su número de condicionalidad es 

finito». Así pues, supongamos que la matriz 2 de orden m 


prod 
hi 


B= 


o ha 
k 


jal al número £. El polinomio característico d 
les igoal a (2 Ay)" — e. Por eilo, os valores propios de la matriz 
perturbada so encuentran a la distancia de [e |V? de los vak 
propios de la matriz exacta. Si, por ejemplo, m = 20, e = 10-% y 
es de orden uno, ontoncas nose puedo hablar de ninguna asta 
Práctica. 

Es importante comprender 
propios no está ligada obligatoriamente a la 
propios máliplo y tampoco, on la mayor an presenci 
las cajas do Jordan. Examinemos una matriz de orden 20 

(20 2 o y 
19 20 
18 20 
E a 5 


o «220 
1 
Es una matriz triangular y, eso, sus valores propios se consti- 
cda de elementos diagonales. A Primera vista, están suficiente- 
mente separados y parecería que no hay ninguna razón de esperar 
ia Inestabilidad. Pero, agroguemos la perturbación e al elemento 
malo dispuesto on la posición (20-1). El término independiente dl 
Polinomio característico variará en eto caso a una magnitud de 20% e. 
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Dado que el producto de los valores propios es igual al término 
independiente, los mismos valores propios deben alterarse en un 
pudo encata a 

Unos problemas, más comple) 
lidad do Jos vectores propios, Est propio A 

jatriz B es inestable anio una perturbación, entonces el vector 

x, que corresponde a dicha valor, no puedo ser estable a cien- 
cia cierta, puesto que B, 2, z están ligados entre sí mediante la 
correlación lineal Bz = Az. x 

Sin ombargo, resulta importante subrayar que si incluso los valo- 
ros propios no varían como resultado de una perturbación, los vecto- 
res propios no sólo pueden ser inestables, sino que su número puede 
variar. Por ejemplo. la primera de las matrices 


(o) (059) 


os vectores propios linealmente independientes y la segundo, 
dos vectores, aunque Jos valores propios de estas matrices son iguales. 
Desde el punto de vista teórico, este fenómeno est relacionado sólo 
con el hecho de presencia de valores propios múltiples de Ta matriz 
inicial, Pero, cuando una matriz se da aprezimadamente, es dificil 
y frecuentemente imposible decir cuáles valores propios deben considerar- 
se multiples y cuáles, simples, 

Los problemas referentes al estudio de la estabilidad de los vafo- 
ros propios, los vectores propios y radicales aparecen como los más 
complejos on los apartados dol álgebra relacionados con los cálculos. 


la estabí- 


Ejercicios. 


condición 
Nemy = oo que ha mairie B e D 
12 Supongamos que una matna 
y que aS Ores la 
Ju eos tal 
ue Ja matriz 
3 


PARTE III VORMAS BILINEALES 


CAPITULO 11 FORMAS BILINEALES 
Y CUADRÁTICAS 


$00. propiedades cencraes 
de las formas bilineales 


y ousdráticas 


Veamos las funciones numéricas 
Q t, y) de dos argumentos vectoriales z, y de cierto espacio lineal 
de do sobro p campo numérico P; z, y toman ls valoros do P, 
Uña fanción q (z, y) so llama forma bilineal, si para cualesquiera dos 
sectores z, y, 2 EX, y todo número a € P se verificán las correla- 
ciones 


petne gl y tol yh piaz, y = a iz ph 
oi tinel teat pz amagi, y). (04) 


Las primeras dos correlaciones de (90.1) significan la línoalidad de la 
forma q (z, y) respecto del primor argumento, las dos últimas, la 
linealidad respecto dol segundo argumento. 

Es fácil comprobar que la suma de dos formas bilínoales, como 
también ol producto de una forma bilineal por un número será uue- 
vamente una forma bilineal. Por esta razón, el conjunto de todas Jas 
formas bilíneales, definidas sobre un mismo espacio Kn, que toman 
los valores de un mismo campo numérico P será un espacio lineal. 
En esto caso el «coro» dol espacio dado será la forma bilineal O (z, y). 
para la cual O (z, y) = Ô, cualesquiera que sean z, y. (z, y) se 
denomina forma bilineal nula. 

Anteriormente ya nos encontramos con una función de tal indole. 
Comparando (27.1) y (90.1) , se nota con facilidad que un producto 
escalar en un espacio ouclídeo es una forma bilineal. Recordando ol 
papel importante quo desempeñó el producto escalar al estudiar los 
spacios euclídeos y los operadores lineales que actúan en los mismos, 

demos suponer que el estudio de las formas bulinales seré también 
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Entre las formas bilineales las simétricas y las antísimétricas 
atraen un interés singular. Una forma y (z, y) se llama 
“simétrica, si para cualesquiera. vectores 7, y € Kn se verifica la 
desigualdad 

ve D=o a) 

En cambio, si para cualesquiera z, y € Ka 

ve n) = =e (n z) 
la forma bilineal se denomina antisimétrica. 

Toda forma bilineal rica p (z, y) se anula, si los argu- 
mentos coinciden. En efecto, como q (z, 3) = —p (z, 2), entonces 
q (2, z) m 0. Algo sorprendente parece el otro hecho, vinculado con 
dos valores do una forma bilineal simétrica al coincidir los argumen- 
tos, A sabor, cada forma bilineal simétrica q (z. y) so define unívo 

snte por sus valores, siendo coincidentes los argumentos. Efe 
vamente, sean z, y cualesquiera vectores de Ka. Tomando en cor 
doración la simetría de la forma y (z, 
dr+niiy=e0+ 90M 0+ A 0) 


de donde se despronde que 
a peplo y, ztelt owh (90.3) 


La fórmula obtonida demuestra que la afirmaci nunciada es justa, 
puesto que el segundo miembro de la correlación es una forma bilineal 
simétrica. 

Una forma bilineal se descompone univocamente en la suma de 
las formas bilioeales simétrica y antisimótrica. Esta descomposición 
puede escribirse explícit 

ve n=piei e MEA e). (00.4) 
Es fácil comprobar que los primeros dos sumandos en el miembro 
derecho dan una forma bilineal simétrica y los dos últimos, anti- 
simétrica. Si se admito la existencia de alguna otra descomposición, 
entonces, al sustituir los argumentos iguales, habremos de hacer 
una deducción sobre la univocidad de la definición de la parto si- 
métrica de la descomposición y, consecuentemente, de la descomposi- 
ción en total. 

Siana forma bilineal no es simétrica, en lugar de (90 2) tendremos 


oity z +y) = plr z) +p y) + ol y) Hol 2. 
Por consiguiente, 
Hemnet D= Fets r+) e l ol. v). 
(90 5) 
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Comparando la correlación obtenida con (90.3), concluimos que para 
la forma bilineal antisimétrica su parte simétrica se define univoca- 
mente por los valores de la forma, siendo coincidentes los argumentos. 

'A la par con las formas bilineales consideraremos también las 
así Mamadas formas cuadráticas. Sea ¢ (z, y) una forma bilir 
en el espacio K,- Se denomina forma cuadrática la función numérica 
q (z, z) de un Solo argomento vectorial z € Ky, la cual se obtiene 
de la forma bilineal y (z. y) sustituyendo el vector y por el vector z. 

En general, partiendo de la forma cuadrática, no se puede resta- 
blecer univocamente la forma bilinoa! que la ha engendrado, Pero, 
según se deduce do la fórmula (90.3). existe una forma bilinco! simé- 
trica y sólo una de la cual puede ser obtenida la forma cuadrática 
Esta forma bilineal se llama polar respecto a la forma cuadrá 
El conjunto de todas las formas bilineales que engendran 
una misma forma cuadrática puede ser obtenido por sumación de la 
forma bilimeal pol simétrica arbitraria. Es por 
eso que al utilizar formas bilineales para estudiar las propiedades 
de las formas cuadráticas resulta sal 
deración de las formas hilineales simétricas, 

El hecho de que una forma bilineal no puede sor restablecida se- 
gún ln cuadrática so debe a que la última no proporciona mngu 
información sobre la parte antisimétrica, cualquiera que sea la forma 


Las formas bilineales antisimétricas, y sólo ellas, 
indo todos los argumentos coinciden. 
low Ya hemos señalado que sí y (z, y) es una forma 
isimétrica, entonces $ (z, 2) = O para cualquier z. En cambio, 
si q(z, z) =0 para todo z, entonces de la correlación (00.5) so 
intiore que para todos los vectores z, y se verifica la igualdad 
ía y) +e (y z) = O, es decir, la forma bilineal q (z, y) es 
antisimétrica. 

La comparación do las propiedades que poseen el producto escalar 
y las correlaciones (90.1) muestra que en un espacio unitario ol 
producto escalar no es, estrictamente. una forma bilineal. En un 
Spacio complejo ls formas billoales hermitianas están estrecha- 
mente vinculadas con el producto escalar. La función numérica 
y (e, y) se Mama forma bilineal hermitiana. si para cualesquiera 
vectores z, y, 3 € K, y todo número æ del campo de números comple- 
jos P so verifican as correlaciones 


ee+nn=emn+eE h, qlar y) = ag (z y), 
myter tel h pl ay)= y (z, v). 


nas y asimismo el producto de una forma bilineal hermitiana por un 
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número será una forma bilineal hermitiana. Por esto el conjunto de 
todas las formas bilineales hermitianas que están definidas sobre un 
espacio complejo y que toman valores complejos es un espacio lineal 
complejo. 
La forma bilinea) hermitiana se denomina simétrica hermiliana, 
si para cualesquiera vectores z. y € Kn se liene 
TES 


Si para cualesquiera z. y € Ka 


te= -F0 
la forma so llama antisunétrica hermitiana. En los vectores coinci- 
dentes la forma antisimétrica hermitiana toma valores imaginarios 
puros, mientras que la forma simétrica hermitiana, valores reales, 
Ahora, toda forma bilinea) hermitiana se define univocamente por 
Sus valores sí los argumentos son coincidentes. Pero, en vez do (90.3), 
es lícita la correlación 


nr + 
+, e) — ip(a iy. 19d) (90.6) 


De esta correlación se infiere, on particular. que 

Entre las formas bilincales hermutianas la forea nula, y sólo ella, 
toma los valores nulos cuando todos los argumentos coinciden. 

En esto caso también la forma bilinoal hormitiana puedo ser 
univocamente representada como una suma de la forma simétrica 
Beraitiana y la entiimátrica hermitiona, con la particularidad 

que 


ei pegli DADA ET (007) 


Las demostraciones de los hechos enunciados para Jas formas hermi- 
tianas casí no se diferencian de las demostraciones correspondientes 
para las formas bilineales 

Se llama forma cuadrática hermitiana la función numérica q (z. 2) 

de un solo argumento vectorial z € A, la cual se obtiene de la función 

al hermitiana y (z, y) al sustituir el vector y por el vector z- 

A diferencia de las formas cuadráticas, a base de una forma cuadrá- 
tica hermi restablece univocamente la forma bilineal hermi 

tiana que engendra la citada forma cuadrática hermitiana. Este 

ile acuerdo con la fórmula (90.6) y la 


de partida 
La posibilidad de restablecer univocamente una forma bihineal 
hormitiana sobre la base de la forma cuadrática hermitiena en- 
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gendrada por la primera se explica por una estrecha relación que 
existe entre las formas bilineales simétricas hermitianas y antisi- 
métricas hermitianas. 
imaw: Si (e, y) es una forma bilineal simétrica (anti- 
simétrica) hermitiana, entonces y (2, y) = i (z, y) será una forma 
lineal antisimátrica (simétrica) hermitiana. 
Bocetos. Sen, por ejemplo, y (r, y) una forma simétrica 
hormitiana. Entonces, para todos los vectores z, y se tiene 


un. 


“es decir, Y (z, y) es una forma antisimótrica hermitiana. El caso do 
la forma antisimótrica hermitiana q (z. y) se considera de modo 


yi p=ipi =el =p = iR 0= 


tanas. 
ima m Entre las formas bilineales hermitianas las simétri- 
cas, y sólo ellas, engendran formas cuadráticas hermitlanas reales 
"pémasrmactox” Anteriormente ya so ha observado que las 
formas simétricas hormitianas toman valores reales cuando colncidon 
Tos argumontos. Supondremos ahora que una forma cuadrática hermi- 
E] sólo los valores reales. Conforme a (90. 
forma Vilineal polar y (z, y) tenemos 


A E 
Hoytin yin) iq (y— ir, y—i2)) 
A tioli ri 


EFI 
+A =P 0. 


conoramo Entre las formas bilineales hermitianas las anti- 
simétricas, y sólo ellas, engendran formas cuadróticas hermitianas 
imaginarias puros. 

comoLamo Ninguna forma bilineal antisimétrica, hermitiana. 
puede engendrar una forma cuadrática hermitiana real. 

Según se deduce de las propiedades de linealidad de las formas 
bilineales y bilineales hormitiaas respecto de cada argumento, 
9 (0, 0) = O para cualquier forma cuadrática pz, z). Sin embargo, 
en el caso general pueden existir también los vectores no nulos z, 

ara los cuales q (z, z) = 0. Tales vectores se llamarán sstropos. 
l concepto de está ligado sólo con la forma cuadrática. 
Por ello, unos vectores, isótropos para upa forma cuadrática, pueden 
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ho seo para otra forma cuadrática, y vicevesa. En partionlar, al 
Jema 90.1 significa que para una forma cuadrática engendrada por 
una forma bilíneal antisimétrica, todos los vectores del espacio Kn, 
salvo el nulo, son isótropos. 

Dy las formas reales hermitíanas y ordinarias son do mayor uso 
aquellas que toman los valores de un mismo signo para todos los 
argumentos vectoriales. La forma cuadrática real y (z, z) se denomi- 
pa definida positiva, sì q (z, z) > 0 para todo z 0. La forma se 
lama no negativa, si para todo z% 0 se cumple la desigualdad 
Y (z, z) >0. Análogamento se definen las formas cundráticas no 
positivas y definidas negativas. 

Como regla, solamente las formas cuadráticas definidas positivas 
y definidas negativas se llaman de signo constante. Paro, a vecos, 
así so laman también las formas cuadráticas no negativas y no 
positivas. Con el fin de evitar toda clase de equivocaciones, las for- 
mas cuadráticas definidas positivas y definidas negativas so lam 
rn, cuando sea necesario, estrictamente de signo constante. 

Si una forma cnadrática real es do signo constante, la forma 
bilineal hermitiana u ordinaria que la engendra se llamará también 
dofínida positiva, no negativa, ote. 

Si una forma cuadrática real q (z, z) es estrictamente de signo 
constanto, no tiene vectores isótropos. En ol caso de las formas 
bilinealos' reales y bilincales simétricas hormitianas q (z, y), las 

rales y para ellas resulta 
iemación recíproca A saber, tiono fuga 
"TEOMEMA wi Supongamos que una forma cuadrática y (2, a) 
está engendrada por la forma bulineal real o bulíneal simétrica hermi- 
llana ¢ (z, Y). St q (z. z) no tiene vectores sótropos, es estrictamente 
de sugno constante 

memosración |. Como ya se ha indicado, la forma cuadrática 


todo número real a 


A AS 
Hat (o, o) (90.8) 
El segundo miembro de esta igualdad es un polinomio de segundo 
grado respecto de æ. Sus coeficientes son reales, lo que se deter: 
Jer el carácter ral do la forma cuadrática p (r. 2) y el lema 90.8, 
luesto que p (u, u) y q (o, 1) son de signos opuestos, el polinomio 
(90.8) tendra dos raices reales Sea a, una de ellas. Esto significa 
que q (u + agp, u +a) = 0. Sin embargo, el vector u + ago, 
+s no nulo por ser los vectores u, v linealmente independientes, por 
lo cual, la anulación en él de la forma cuadrática no es posible por 
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hipótesis del teorema. La contradicción obtenida da por termmado 
Ta. demostración del mismo. 

No es casual que en ol teorema 90.1 mos limitamos a la considera- 
ción de las formas cuadráticas enger por las formi 
bilineal real y bilineal simétrica hermitiana. Ninguna otra forma 
bilineal puede conducir a una forma cuadrática real. Nos quoda 
considerar, de hecho, sólo una forma bilneal 
Pero tal forma bilineal no puede en 
real que no sea idénticamente igual a cero. Si para cierto vector u 
una forma cuadrática toma ol valor real q (w, u) que no es igual a ce- 
ro, entonces q (au, au) = a (u, u) será un número complejo, 
cualquiera que sea a complejo con las partes imaginaria pura y real 
no mulas. Asi pues, 

Para las formas cuadráticas reales la condición necesaria y sufi 
ciente de que estas formas no tengan vectores sótropos consiste en el 
manteramiento estricto de signo constante a 

La forma Milineal compleja genera siempre una forma cuadrá- 
tica, que tieno vectores isótropos, siempre que esté definida en un 
espacio lineal cuya dimensión ps superior a uno. En efecto, si supo- 
nemos que esto no es asi, se hallarán siempre unos vectores lineal- 
mento independientes u, v, para los cuales q (u, u) 2 0, q (0, 0) e 
s 0. Pero, de conformidad con (30.8), el vector u + av será 1sólropo, 
ido do manera adecuada el número complejo «2. La forma compie- 

" 


Wene vectores isótropos. Según se doduce de nuestras, 

Para que una forma cuadrática engendrada por la forma hilineal 
hermitiana no lenga vectores sbtropos, es suficiente que la parte real 
(o imaginaria) de la forma cuadrática sea estrictamente de signo cons 
tante 


Ejercicios. 


1. Demuéstaso que para toda forma. 
po pu 


a e e pd, | 
A Dele aid y la Br 
aa qu los onu dé Las laos és y at 
simétricas forman subespacio cu ba espaco ina! de todas las Tormas hilineles, 
Bulma ul an sat € ass Ses al 
ie de o aba des Tas Dl ias 
e Avandia conjants de tedas ls bormas Casbas ta 
AS 
ri ¿rara lx lacio tl Ln pits conjuntos e fornas 
cad 
fac odias de signo opta, 
e cs da e ae SEO lis: 
formas Cundrátcas, Jura las cuales todos las vectores del conjunto dado 
Pi 


AS G; 1 0 socia as 
pci Vial de fs 
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7. Denuéstrese que para toda forma cuadrática, dada en un espacio norma- 
lizado, existe tal número a que para todo x 


iea nicat. 


s, =) œ estrictamente do 
"Desmuístreo que eusta 


IA 
qe una forma cusdritia mo es estrictamente d 
aair 


bilineales y cundráticas 


Investiguemos una forma bilineal 
y (x. y) definida en el espacio K. Elizamos en Æ, dos bases fijadas 


eo ea en + % y sea 
die 1 En 


En virtud de las propiedades (90.1) ténemos 
vaneal te mm 2 o O 


matrices de dimonsionos. 


Dosignemos, como antes, con ze è ye li 
n x i, compuestas por las coordenadas de los vectores z y y en 
las bases correspondientes, y mediante Geg. la matriz de orden n 
con los elementos pi" ~ q (en 9). La correlaci 

que 


(91.1) significa 


A 
De este modo, siendo fijadas las bases en el espacio K, 
bilineal puede ser representada on la forma matricial (1.2) 
Gey se llama matriz de la forma buleneal y con las bases fijadas se 
define" univocamente. Si suponemos que para la forma @ (2, y) 
además de (912), otra representación análoga con cierta 
entonces, al poner z = ep, y = 4, obtenemos en seguida 
e FEU = ep (en, q), es decir, Fog = Ger 
Cabe señalar que ¿1 segundo miembro de (91.2) defino, para cual- 
quier matriz Geg, cierta forma bilineal. El cumplimiento de las 
correlaciones (90.1) se infiere directamente de las propiedades co- 


que 
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xrespondientes de las operaciones matriciales. Así se establece, con 
las beses fijadas en Xn, una correspondencia biunívoca entre las 
formas Þilineales y las matrices cuadradas. 

Al cambiar las bases en A», la matriz de la forma bilineal, desde 
luego, varía. Sea P una matriz de la transformación de coordenadas 
al pasar do la base ey, tala fas fas» hy sea Qda 
matriz de la transformación de coordenadas al pe pair de us 
+= 01 Qa D lío Eos. ++ Las De acuerdo con (03,3) 

n= Pin w= Qun 01.3) 
por lo cual de (94.2) so desprende que 
PY) Get P Goy 
Pero, por otra parte, 


Pin =G, 
Por consiguiente, 
Gp = PG. 1.4) 


Como las matrices P y Q son regulares, entonces, do acuerdo 
con la terminología introducida en el $ 64, las matrices Gy: y 
se llamarán equivalentes. Según se ha señalado 

es de un mismo orden, y sólo ell gos 
timonio de que el rango de una matriz de la forma 
Misal no dopndo d o Ban logia y e ua cea cita del 
misma forma. Llamémoslo rengo de la forma bilineal. Una forma 
lineal se Jlamar regular, si es regular s Como característi- 
ca de una forma bilineal sirve también la diferencia entre la dimen- 
sión del espacio Æ, y el rango de la forma. Se llamará dicha caracte- 
rística defecto do la forma bilimeal- 

Do los resultados del $ 64 se desprende que todas las matrices de 
un mismo rango son equivalentes a la matriz diagonal con los ole- 
mentos O y 1. En el lenguaje de las formas bilineales esto hecho 
atestigua que para una forma arbitraria de rango » siempre pueden 
indicarso tales bases fi, fas » + 5 en Jas cuales 
la forma tendrá una expresión más simple. A saber, si 


arto v= $ vtn 
entonces 
o= È we 


La elección separada de las bases para toda forma bilineal va- 
riable se realiza raramente. Con mucha más frecuencia se utiliza 
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na baso común. Sea eis en: 0 a a cierta baso de Ka y 
she ve 


En esto caso, por analogía con (91.4), obtenemos la siguiente repre 
sentación do la forma bilineal: 


eun Y Yon 
o, on la oscritura matricial, 
OS 
Aquí G, es wna matriz con los elementos g? = y 
Sivo la matriz G, se Iamará siempre matriz 
Si, de nuevo, P es uas matriz de la transformación 
basa en Ep >< €n a Ta fur far -> 
Gy de la misma forma Dilineal y 
entro af, de acuerdo con (91.4), por la corr 
Cy = PG. 01.0) 
s matrices G, y Gr, ligadas mediante la correlación (91.0). 
siendo regular la matriz P, se donominan congruentes. Las matrices 
Congruentas son siempre equivalentes. Lo recíproco, desde luego, en 
<l caso general no es cierto. 

“Todo lo dicho acerca de las formas bilinealos puedo sor aplic 
con cambios insignificantes a las formas bilipeales hormitionas 
Foda Torma hormiina se representa univocamente en forma matri- 
cial 


ol, 1) = Gua 
siendo fijadas las bases ep €s, la Y O 
a las otras bases fi, fr a Lu Y las las «fm en hi 
tendremos 
Cnm PCa. 


Si los argumentos de la forma bilineal hormitiana están dados an 
una misma base, la anotación matricial de la forma es análoga a 
(91.6). A sabor 


Al pasar 
de (91.4) 


A (1. 
Al pasar a la nueva base, las matrices de la forma quedarán ligadas 
entre sí por la correlación 


G, = POP 
y se dirá que estas matrices son congruentes según Hermite. 


EXP FORMAS IILINEALES Y CLADIATICAS 320 


Ahora se puede establecer la relación entre la expresión de una 
forma hiliueal y la de su matriz. Si la forma es simétrica, para cual- 
quior base eys és >> €n Se tiene 


Ele elle e) — E 
donde G, = G; y la matriz Ge de la formo q (z, y) es simétrica. En 
cambio, sı la forma es antisimátrica, entonces 


ES glen e) plen e= E 
es decir, Ge = —G,. En este caso la matriz G, se llama también 
antimetria. 

La afirmación recíproca es asimismo cierta. Si on una base la 
matriz de la Torma es simétrica (antsimétria), la forma bilineal 
que la genera será también simétrica (antisimótrica). Sen Gy = Gz, 
entonces 

OUa- Vlere (Ge > 1 iCal 
Si, en cambio, G; = —G,, entonces 

A A 1) 

Las afirmaciones análogas subsiston también respecto de la 
rolación existente entre la forma bilineal hermitiana y su matriz. 
Si ia forma hermitians us simétrica, entonces 


q, y) 


wen ep Fer e= 
triz Ge de la forma q (z, y) es hermitiana, 
ica hermitis entonces 


9 = oten A. 


donde G, = —62. En este caso la matriz G, se denomina antihermi- 
tiana. 

Son ciertas también las afirmaciones recíprocas. Sea Gy = G7, 
entonces para una forma bilineal bermitiana generadora tenemos 


IR (OEY = RO= 


ES 


Pora el caso en que G, = —G? encontramos 
omae 
-ED 

La matriz de la forma bilineal nula sólo se compone de elemen 
nulos, es decir, es una matriz nula. Esta es la única matriz que al 
mismo tiempo os simétrica y antisimétrica, al igual que la forma 
nula. 
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Ya se ha notado que existe una relación estrecha entre las formas. 
bilinealos simétricas y las cuadráticas. Esta relación se observi 
claramente en el nivol matricial. Para una forma bilineal y (z, y) 
es válida la correlación matricial (91.5). Para la forma cuadrática 
Correspondiente tenemos 


iz.) 


Kogte 8) 
¿da la baso ey, » €n, cada anotación del tipo (94.8) 
define, para cualquier matriz G», cierta forma cuadrática. La matriz 
G, en (91.8) ya no so llama matriz de la forma bilineal, sino matriz 
de la forma cuadrática. 

Si para las formas bilinesles existe una correspondencia biunfvo- 
ca ontre las formas y las matrices de éstas, siendo fijada una baso 
en Kn, en las circunstancias que se describen tal correspondencia ya 
no existe, Cada forma cuadrática puede ser definida por un conjunto 
de sus matrices. Dicho conjunto contiene una sola matriz simétrica 
y la diferencia entre cualesquiera dos matrices del conjunto dado es 
Una matriz antisiméteica. 

De esto modo, cualquier forma cuadrática ordinaria puedo ser 
dofínida siempre por una matriz simétrica. A) pasar a otra baso, 

de la forma cuadrática varían de conformidad con 

o concluimos otra vez que los problemas de 

formas bihineales simétricas y de las cuadráticas 
»mtrelazados. Para las formas cuadráticas hormi- 
tianas ya no es así, puesto que entro éstas y las formas bili 
existe una correspondencia biunívoca y la mi 


ES 


s formas bilinoales, so Ìlamará rango de 
1 rango de su matriz en cualquier baso. Si la 
matriz de una forma cuadrática es regalar, la forma cuadrática se 
denominará también regular. 

"El estudio de las formas bilineales significa, en esencia, el estudio 
de sus matrices en diferentes bases o, lo que es igual, el estudio de la 
clase de matricos congruentes. Por ello, las investigaciones que siguen 
quedarán relacionadas con el examon de las clases de las matrices 

ntes y congruentes según Hermite. 

is clases de este género pueden indicarso ahora mismo toda 
una serio de propiedades que provienen de los resultados obtenidos 
Anteriormente, Aai por ejemplo, una matriz congruente de la Si- 

ntisimétrica) as necesariamente simétrica (antisimétrica). 
En particular, una matriz congruente de la matriz diagonal será 
simétrica, Do aquí concluimos que una matriz simétrica no nula 
nunca será congruente de la antistmótrica, aunque puede ser equiva 
lente a ella, Una matriz antísimétrica no mula nunca puede sor 
congruente de la diagonal. Una matriz, congruente según Hermite 
de una matriz hermitiana (entihermiliana), es obligatoriamente 
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hormitiana (antihermitiana). Entre las matrices diagonales, como 
matriz hermitiana (aotihermitiana) puede intervenir sólo la que 
tieno elementos reales (imaginarios puros). 

En concordancia con las descomposiciones (90.4), (90.7) de las 
formas bilineales y bilineales según Hermite, obtenemos unas des- 
composiciones de una matriz arbitraria en la suma de las matrices 
simétrica y antisimétrica, así como también de las matrices hermi- 
tiana y antihermitiana. Estas descomposiciones pueden ser escritas 
en la forma explicit 


A FAR A) A FAA, 


AFA +A) APA A. 


Si A os una matriz de la forma bilineal, los primeros sumandos de 
Jos vogundos miembros son matrices de las partes simétricas de la 
forma biliual y los segundos, las matrices de las partes antisimótri- 
cos de la misma forma 

En adelante haremos extender frecuentemente, sin explicaciones 
adicionales, la terminología introducida para las formas bilineal 
y, cunde Por ejemplo, llamemos una matriz 
efinida positiva, ontendiendo por ello que es una matriz de una forma 
definida” positiva, 


jas més. bryan abee py la ES 
expresión más simplo a la que puede 
forma eitada cuando vara la baso y la 
busqueda baso correspondiente. Este problema lleva ol nombre 
de transformación de la forma bilinosl o de reducción do la forma 
bilinos) a una expresión más simple. 
interpretación matricial 
puede enunciarso de la manera siguiente: 
"Dada la matriz A, hálls tal matriz regular P que la matris 
C = P'AP, 019) 
de A, tenge la forma más simple 
'sto nos da, de hecho, una descomposición de la matriz en facto- 
res, puesto que do (94.9) se deduce que 
A = (P-Y CP- 
Por supuesto, para las formas bilineales hermitianas, en logar de 
(91.9) consideraremos las transformaciones 
C=P4B. (91.40) 


Desde el punto de vista de los cóleulos es importante que la 
matriz P en (31.9), (91-40) sea no muy compleja. Esto se debe a que 
al buscar las nuevas coordenadas de los vectores en términos de las 
antiguas, conforme a (63.3), nos vemos obligados a resolver un siste- 
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ma de ecuaciones lgebraicas lincales con la matriz P y es menester 
que la resolución so realice lo suficientemente rápido. En algunos 
Gasos, en Tagar dela matriz P resulta más cómodo buscar la matriz 


Adomás de las formas consideradas de escribir las formas bili- 
neales y cuadráticas, se usan también algunas otras, A veces las 
definiromos explícitamente: 


0 X Y ent 


PY À antan (91.40 

Estos anotaciones pueden ser simplificadas. Sea, por ojemplo. roal 

un espacio, ontoncos reales serán también tanto la propia forma 

bilineal como la matriz A compuesta por los coeficientes ayy. latro- 

duzcomos el espacio R, cuyos elementos son los vectores columna 
E= li a Y o Yes e Ma 

y supongamos que el producto escalar se ha introducido como una 


Suma de productos de las coordenadas tomados dos a dos. Ahor 
podemos escribir 


O= (Az, y), F= (Az, 3). (01,12 
Para las formas bilincales hormitianas, anotadas como 
y a rn 


so vorífica también (91.42), sí, desde luego, el producto escalar se 
introduce como una suma de productos de las coordenadas del pri- 
mer vector por las coordenadas conjugadas complejas del segundo 
vector. 


Ejercicios. 
li Pestre que el determinante de una mati erm 


"Eos mimeo as e etorizant de waa, me 
E el rango de una matriz amtisimé tnea s un númao par. 
A. Las formas bilipales TEU) son, en general, dilorenles. 
¿Qué puedo ire sobre mas attat S 0 

ésas que el, rengo e a sua de von frts biiels no os 

sopor a Ta sama dls mag de Tos sumandos. 
i Damstra que «e parto y oda Jorma bilical do rango r 

cono sma de 7 ormas Bilarales de yarn 1 
7. Domudetrese que se puede representar Toda fora bilinenl g (z, y) de 


te neel ge 
para ciertos vectores a, b. ¿Será única tal representación? 


rango 1 como 
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$92. Reducción a una forma canónica 


Antes do emperar a investigar 
las diferentas osferas del empleo de las formas bilineelos y cuadráti- 
cas, consideraremos uo método general de la transformación, con- 
gruente o congruente según Hermite, de las matrices a una forma 
Sencilla. 

Sea dada una matriz cuadrada A de orden m y se necesita hallar 
tal matriz regular P que la matriz C = P'AP tenga una forma 
suficientemente sencilla. Realizándose una transformación congruer 
te según Hermite, una forma sencilla la debe poseer la matriz C = 
= P'AP. Expondromos ahora un método general de la transforma- 
ción que sorá útil para todas las matrices A. La diferencia entro 
Jas transformaciones congruente y congruente según Hermite será 
insigníficanto, Por elo, para concreta, convengamos en considerar 
que se roaliza la transformación congruente de una matriz. 

El método consiste en construcción de una sucesión de matricos 
As = A, dy A “A, en la que cada matriz consecutiva sea 
congruente de 10 anterior, es decir, 


Ar PissA Pass 


para ciorta matriz Pass. Puesto que la relación de congruenci 
tenositiva, la última matriz A, será congruente do la matriz inicial 
A. El principio de construcción de la sucesión do matrices An 
stá fundado en que para todo k so obtengan on la matriz Ans más 
elomontos nulos que on la matriz A». Más aún, cada vez, al calcular 
Ja matriz Pa i 


trnastormación de uoa matriz A, on la Ans, se llamará paso 
principal del móét paso 
Pasos auxilaos, Todos ellos se red 


i) de otra columna (fila) multi- 
pliada por un número, Ja multiplicación de uaa columna (fila) por 
un número. Describiremos los pasos auxiliares en términos 
transformaciones do la matriz A en otra matriz, congraente de 
C'E P'AP, omitiendo, para simplificar, el Índico 

A. Én la matriz A ol elemento ay sé 0. Existe una matriz regu- 
lar P tal quo para los elementos de la primera columna do la matriz 
C = P'AP so verifican las correlaciones 
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La matriz P difiere de la matriz unidad sólo en su primera fila, con 
Ja particularidad de que 


4 j=4. 
E 


La multiplicación a la izquierda de la matriz A por P* no altera la 
primera fila de la matriz A y convierte en cero todos los elementos 
de la primera columna de la matriz P"A dispuestos fuera de la diago- 
multiplicación a la derecha de la matriz PA por P no cambia 
ora columna de la matriz PA. 

[emos de señalar una circunstancia más. Llamaremos principales. 
a todos los menores de la matriz dispuestos en la esquina izquierda 
superior. Como la matriz P es triangular derecha y todos los elo- 
mentos diagonales de ella son iguales a la unidad, de todos los meno- 
res dispuestos en las primeras r columnas será distinto de cero sólo 
el menor pri es igual a la unidad. Por esta razón en las matri- 
ces A y C colncidirán todos los menores principales. En efecto, 
haciendo uso de la fórmula Binet—Cauchy, obtenemos 


> 


CT ASA E 


AGE hy 


Esta observación la 

B. En la matriz A el elemento ayy es igual a cero, pero 
elemento ayy es distinto de 0, / > 1. Existe una matriz regular P 
tal que para la matriz C = PAD el elemento cy, = 0,, es diferenta 
de coro. La matriz P se diferencia de la matriz unidad sólo en cuatro 
elementos dispuestos en la intersección de las filas y las columo 
con números 1, j. En estas posiciones la matriz P tiene por expresión 


Él 
(1 o) TA multiplicación a a derecha de la matraz 4 por P permu- 


ta en la matriz A las columnas con los números 1, j, La multiplico- 
ción de la matriz AP a la izquierda por la matriz P” permuta en la 
matriz AP las filas con los números 4, j- 

C. En la matriz A todos los elementos diagonales son nulos, pero 
hay tales Índices J, }, donde f < 1, que ay + aj; +0. Existe una 
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matriz regular P tal que para la matriz C = P'AP el elemento 
€ = an + an es distinto de O. La matriz P so diferencia de la 
matriz unidad en el elemento py = 1. La multiplicación a la derecha 
de la matriz A por P agroga a la j-ésima columna de la matriz A 
Su Lésima columna. La multiplicación a la izquierda de la matriz 
AP por P’ agrega a la j-ésima fila de la matriz AP su l-ésima fila 

D. La matriz A es antisimétrica no mula, el elemento aj, es 
igual a O, pero cierto elemento ayy es distinto de O, dondo j < l 
Existe una matriz regular P tal que en la matriz antisimétrica C = 
= P'AP el elomento cy, = ap es diferonto de O. La matriz P viene 
representada como el producto P = P,-P,. Las matricos Pj, Py 
so diferencian do las matrices unidad sólo en cuatro elementos di 
puestos en la intersección de las filas y las columnas con los núme- 
Tos rospectivos 1. } y 2, l En estas posiciones las matrices P, y Pa 


1 
tienen por expresión E li Como ya se ha dicho, la multiplicación 


a la derecha por estas matrices conlleva la permutación de las co- 
Jumeas, la multiplicación a la izquierda, la pormutación de las 


E. La matriz dol menor principal de tercer orden de la matriz A 


tone por expresión 
(? o ss): (92.3) 


0 an 0 


dondo los elementos ahy, as Y ays son distintos de coro. Existo una 
matriz regular P tal que enla matriz C = P'AP során diferentes 
do coro los primeros tres menores principales. La matriz P so dio- 
tencia do la matriz unidad en un elemento py, el cual puede ser 
cualquier número, salvo O, ay y ani, La multiplicación 
al doseña do Ia matriz por agropa al primera oolumon de 
matriz A su tercera columna multiplicada por p». La multiplicación 
a la izquiorda do la matriz AP por P” agrega a la primera fila do la 
matriz AP su tercera fila multiplicada por P- 

F. La matriz A os antisimétrica, el elemento a, es distinto de O. 
Exisa una matriz regular P tal que para Jos olementos de las pri- 
moras dos columnas de la matriz C = P'AP se verifican las correla- 
ciones 


Puesto que en una transformación congruente una matriz antisi- 
vabtrica so transforma oa otra, también antisimótrica, las correla- 
ciones análogas tendrán lugar también para las primeras dos filas 
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do la matriz C. La matriz P so representa como un producto P = 
= P,- P., La matriz P, so diferencia de la matriz unidad sólo en ln 
segunda “fila, siendo, además, 


0 JA 
paj b i= 
H. 1>2 


La matriz P, s diforencia de la matriz unidad sólo en la primera 
fila, verificándose en este caso. 


ho pt 
| o 1-2 
2, j> 


La multiplicación a la iaquíerda de la matriz A por P; no altora las 
primeras dos filas y columna do la matziz A, convirtiendo 
on cero todos los olementos on la primera columna de la matriz P;A, 
La multiplicación a la izqui 

(triz 2,4 por P; no altora las primeras dos filas y la primera 
columna de la matriz PA, convirtiendo en cero todos los elementos 
de la spanda columna de'la matriz PA, excepción delos do prk- 
meros, La multiplicación a la derecha de la matriz PA por P no 
cambia las primeras dos columnas de la metriz PA. 

G. Supongamos que la matriz A tiene, realizada cierta partición 
on células, la siguiente ostructura 


A (44) (024 
Ceras): j 
donde Ası, Ay, son células cuadradas. Si Py, es ur 
a erei 
Auf A 
c-( 0] AuPa 
0 [PAP 


es congruente de la matriz A. En este caso C = P'AP, donde 


eo): 


La comprobación de todas las afirmaciones enunciadas 
al díscribir los pasos auxiliares no representa alguna dificultad singu- 
lar y por esto proponemos que el lector mismo se convenza de su 
veracidad lo que puede hacerse en calidad de ejercicios. 


matriz regular 
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El método, en total, se realiza del modo siguiente. En el primer 
paso principal la matriz A so reduce a la forma (92.4), donde Aj, 
s una matriz regular de orden uno o dos. Si la matriz Aa, k > d» 
tiene la forma (62 4), entonces. al realizarse el segundo paso princi. 

1, la matriz en la esquina inferior derecha se reduce también a la 
orma (82.4) y se lleva a cabo la translormación congruente general 
de conformidad con el paso G. La matriz Aa», puedo, nuevamente, 
oprosontarse en la forma (82.4), pero la célula en la esquina izquier- 
da superior para Axs; no sólo será regular, sino tendrá el orden mayor 
ca cerró e W da mae AE o rl baat 
que, realizado algún paso, en la representación (82.4) de la matriz 
“A, aparezca una célula mula en la esquina inferior derecha o bion 
oL'ordon de la célula en la esquina superior izquierda so haga igual 
1 n. En este caso, la matriz de la transformación resultanto será 
igual al producto de izquierda a derecha de las matrices do translor- 
maciones de todos los pasos. 

La forma de la matriz A, depende de si es o no la matriz A anti- 
simétrica. De esto mismo depende también de qué modo los pasos 
ires forman parte de los pasos principales del método. 
jalquiera que sea el paso principal, su finalidad consiste en 
obtener una porción seguida de ceros El 
Jo matriz inicial.no os antisimátrica 
con ayuda del paso a 


ipro 
Jos pasos B — C sólo so 
necesitan para preparar A. En matriz inicial es amtísi 
métrica, los ceros se obtienen con ayı paso F, mientras que D 
vs ol paso auxiliar, Descríbamos también el paso principal del método 
on términos de la transformación de la matriz A y 
lo matriz no autísimétrica A 
En ol primor paso principal, la matriz que se tra 
rica. Si el elemento e, 4 0 y todos los olor 
de la primera columna son nolos, entonces na 
paso principal. A título de 
transformación P tomamos, en este caso, la matriz uni 
caso genoral realizamos el primero de los pasos auxiliares A — C, 
que puede ser llevado a cabo. Si tal paso resulta ser B o C, después 
de ésto so cumple obligatoriamente el paso A o bien ambos pasos 
B, A. A título de matriz de la transformación P tomamos ol producto 
de izquierda a derecha de todas las matrices de transformaciones de 
los pasos auxiliares realmente reolízados. Después de cumplir el 
primer paso principal, en la matriz transformada A; todos los ele- 
mentos extradiagonales de la primera columna serán nulos, es decir, 
la matriz Ay será de estructura celular del tipo (92.4). 

La diferencia de todos los pasos restantes con respecto al primero. 
está relacionada con el hecho de que la matriz a transformar puedo 
resultar antisimótrica. Si ésta no es antisimétrica, el paso principal 
siguiente no difiere en nada del paso primero. En cambio, si la 
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matriz que se transforme es antisimétrica, entonces cualquiera que 
sea su transformación congruente, queda antisimótrica y, sirviéndoso. 
sólo de esta matriz, no se puede obtever un elemento no nulo en la 
esquina superior izquierda. La salida de esta situación está basada 
en la necesidad de transformar la.célula diagonal inferior ampliada 


esquina superior izquierd 
ses Ax será triangular derecha con elementos 
Si Jos elementos ea las posiciones (1, 2) y (2, 
métrica en la esquina inferior derecha son distintos de cero, entonces 
para la mati As a siguiente en la transformación, suslitoyamos 
lx representación (92.4), disminuyendo e orden do la célula 
en la esquina superior izquierda. Ahora la matriz de tercer orden 
+0 la esquina superior izquierda de la nueva célula diagonal inferior 
tendrá ln forma (02.9) y se puede realizar el paso auxiliar E. Des- 

realizar tres veces consecutivas el paso A. 


amos de oxpaner permie construir una m 
matriz P'AP, congruente de A, tendrá la estructura siguiente: 


mar): 


Aquí M es una matriz triangular derecha con los elementos diagona- 
Jos no nulos, el orden de la matriz M es igual a) rango de la matriz A. 
Si A es una matriz antisimétrica, todos los pasos principales 
del método, incluido el pr n siguiendo un mismo 
esquema. Supongamos que ya se ha obtenido la matriz Aa del tipo 
(92.4), con la particularidad de que on la esquina superior izquierda 
se dispone una matriz diagonal celular regular de células antisi- 
“métricas de segundo orden Dado que, al realizar una transformación 
congruente, una matriz antisimétrica se transforma en otra antisi 
métrica, entonces la célula A,» en (82.4) sera nula. Primero se logra 
que en las posiciones (1. 2) y (2, 1) de la matriz antistmétrica la 
esquina inferior derecha sea ocupada por elementos no nulos. Es 
posible que para esto resulte necesario realizar el paso exi D. 
wego realizamos el paso F, lo que adjunta a la diagonal una célula 


02.5) 
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más que es antisimétrica regular de segundo orden. A continuación, 
pasamos al siguiente paso principal. En este caso también el proceso 
continúa hasta que, realizado cierto paso, en la representación 
A) de la ca uoa célula mula enla esquiva inferior 
o la ¿él esquina superior izquier 
so haga igual a 
ASÍ pues, si da metro, 
construir una matriz regul 
de ln estructura sí 


es antisimótrica, el método, permite 
atriz P'AP seró 


02.0) 


Aquí M os una matriz diagonal celular con células antisimétricas 
regulares do segundo orden. El orden de la matriz M os igual al 
mango de la matriz A. 
'n la transformación congruente hermitiana el esquema general 
del método queda inalterable, Sin embargo, ol propio proceso resulta 
or más fácil, comparado con la transformación congruente ordinaria, 
si ol, paso auxiliar C se mostituyo por ol sigulonto. 
€. Bn la matriz A todos los elementos diagonales son nulos, 
poro hay tales Índices j, I, doado j < I, que ontre los olement 
ıp, ayy oxiste aunque sea uao diferente de cero. Existe una matri 
regular P tal que para la matriz C = P'AP uno de los olementos 
diagonales csp cu es distinto de cero. A saber, cy == ayı + am 
cn = t (ap — ay). La matriz P s diferencia de la matriz unida 
on dos elementos py = 4. pri = 1. La multiplicación a la derecha 
de la matriz, A por P agrega a lod do la matriz A 
su l-ésima columna y a la ¿ésima columna, su j-ósima columna multi- 
plicada por —i. La multiplicación a la izquierda do la matriz AP 
r P' adjunta a la J-ósima fila de la matriz AP su L-ésima fila y a lo 
ima fila, su féaima fila multiplicada por 
Ahora no hay necesidad on los pasos D — F del método ganoral, 
puesto que nunca sobrepasaromos el paso C'. Además, Jas fórmulas 
(82.2) quedan intactas. 
De esto modo, si A os una matriz no nula, el método hace po- 
sible construir tal matriz regular P que la matriz P'AP, congruente 
de A según Hermite, será de la siguiente estruct 


'M | N 
PAP . 

E ( ojo ) 127 
Aquí, M es una matriz triangular derecha con elementos diagonales 
no nulos. El orden de la matriz M es igual al rango de la matriz A. 


Los tipos de las matrices (92.5) — (92.7) se denominan forma 
canônicas para las operaciones de la transiormación congruente. Se 
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Jama canónica también cualquier base en la que la matriz inicial 
tiene la forma indicada. Las propias matrices del tipo (925), (82.7) 
llevan el nombre de trapezoidales derechas. De modo análogo s0 defi- 
nen las matrices trapezoídales izquierdas. 

"Demos a conocer algunas deducciones interesantes que provienen 
da las formas canônicas de matrices. Ya hemos dicho que en una 
transformación congraente se conserva el carácter simétrico y antisi- 
métrico de la matriz. Si una de estas propiedades la poseía la matriz 
inicial, debe quedarse válida para la forma canónica. Por esto, en 
adición a lo dicho podemos concluir que 

Una matriz simétrica es congruente de la matris diagonal. 

Una matriz hermitiana es congruente según Hermite de la matriz 
diagonal real. 

Una matriz antihermitiana es congruente según Hermite de la 
matris diagonal imaginaria. pura. 

En todos estos casos la reducción a una forma canónica so efectúa 
con una facilidad singular, puesto que no puedo surgir la necesidad 
de llovar a cabo aunque sea solo de los pasos auxiliares D — F, 

Sobro las matrices de la forma canónica del tipo (92,5), (92,6) 
so puedo roalízar una transformación comgruente con la matriz 
diagonal mås y conseguir que los elementos no nulos que determinan 
la rogularidad do la célula M sean iguales a +1 o bien a —1. Esta 
forma canónica de la matriz y la base que le correspondo so donomi- 
nan normales. Está claro que la multiplicación a la derecha (a la 
izquierda) por una matriz diagonal conduce a la multiplicación de 
las columnas (filas) por los elementos diagonales de la matriz de la 
transformación. Describamos nuevamente osta transformación on 
térmicos del cumplimiento del paso auxiliar con la matriz A. 

H. Una matriz real no antisimótrica A de rango r es do la forma 
canónica (02.5). Existe una matriz diagonal real P tal que los ele- 
mentos diagonales no nulos cy; de la matriz C = P'AP son iguales 
a siga ay. Además 

laysigaa "h, jEr 
qe -{ A 1>", 

Una matriz real (compleja) antisimétrica A do rango r es de la 
forma canónica (02.6). Existo una matriz diagonal zeal (compleja) P 
tal que los elementos no nulos dispuestos por arriba do la diagonal 
de la matriz C = P'AP son iguales a +1, y los elementos no nulos 
dispuestos por debajo de la diagonal, iguales a —1. En este caso 

A, jes impar, 
mul ati fes par. 

Una matriz compleja no antisimétrica A de 7 tione la forma 
canónica (92.5). Existe una matriz diagonal compleja P tal que los 
elementos diagonales no aulos cy de la matriz C = P'AP son iguales 


i>r 


La transformación congruente según Hermite con una matriz 
diagonal se efectúa raras veces, puesto que con su ayuda sólo pueden 
cambiarse los módulos Je los elementos que determinan la regulari- 
dad de la célula Af en (92.7), pero no se puede hacer reales los 
mentos dragonales complejos. 


Ejercicios. 
Dermuéstose que v la reducción a la forma canónica mediante la matri 

r "i electi según el método descrto más arriba, entonces det P = "is 
a ¿vé significa, desde el pato de vista de Ia osa canónica, l Igualdad 


GDI -DCT au) ma 


3. ¿A qué forma puode reducirse una matriz no amtisibiica con ayuda 
de una aslcmasia eserenes n e ac CIA 


uri 


oda mainis 
mas ranguar izquierda. ¿Cad e a forma 
i Demisie que toda matriz regular impar es congruente de 
y jogula de orden impar es congo 
T Sea G uas maurit de ss ¡lineal delíaida pontiva. Deruuéstreso 
para sus elementos guy se verifican las correlaciones 
m> (tyt a ut 
cualesquiera td 
en G Una matriz de una forma Bilioea) definida negativa. Demuéstrose 
ue para sus elementos giy se veriican las correlaciones o 


eu, y + tp A 


nal us 
Etico de tods Jas forms, tunas simétricas 
det pos ( p sen congrorntes ente si 

e para qe G so ys matriz de a forma Mile 
Ec mica centre sus cementos diagonales haya elementos 


$93. Congruencia y descomposiciones 
matriciales 


El método general de la transfor- 
mación congruente de una matriz a la forma canónica no siempre 
permite decir de antemano, cuál será la matriz de la transformación 
de coordenadas al pasar a la base canónica. No obstante, con ciertas 
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restricciones adicionales impuestas en la matriz inicial, para dicha 
pregunta existe una respuesta bien determinada. 

Supongamos que la matriz A tiene distintos de caro todos los 
menores principales, a excepción, quizás, del menor de orden supe- 
rior, es decir, del determinante de la matriz A. Probemos que tal 
matriz siempre puede representarse en forma del producto 


A = LDU, 034) 
donde L es una matriz triangular izquierda con elementos diagonales 


unidades. D es una matriz diagonal y U, una matriz triangular 
derecha con elementos diagonales unidades, es decir, 


1 dn 1 maeta 
ale, H a A p 


da haee 17 NO 


ndo entro sí los elomentos de la matriz A y del producto LDU 


desd playa (93.2) 


Ahora, de (93.2) hallamos do manera sucesiva todos los elementos 
desconocidos de las matricos de la descomposición (93.1). A saber, 
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A EA 


ya 


(93.4) 


Por hipótesis, los menores principales de la 
de cero. Por consiguiente, serán distintos de cero todos los elementos 
dingonals don (934), salvo, quizás, el último elemento 

¡taremos con frecuencia las descomposicionos (93.1) para las 
matrices simétricas y hermitianas. Si esta vez también la matriz A 
tiene sus menores principales distintos de cero, a excopción, qui- 
zás, del último, entonces la matriz simétrica siempro puede sor ro- 
presentada on forma del producto 


striz A son distintos 


A = S'DS, (99.5) 
y la matriz hormitiana, en forma del producto 
A=8S'DS. (03.5) 


Aquí $ es uoa matriz triangular derecha cuyos elementos diagonales 
son iguales a uno, D es una matriz diagonal, os decir, 


ES dn 0 
so tmj oaf d, 
o. oi O “a 


En concordancia completa con (93.3) tendremos ahora 
du=am sagh 1>4, 


MU Y dph 1, (93.7) 
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para la descomposición (93.5) y 


para la descomposición (36.5). En este caso las fórmulas (93.4) si- 
guon siendo válidas. 

Las descomposiciones (93.1). (98.5). (855) son de amplio, uso en 
la resolución de los más diversos problemas del álgebra lineal. En 
que se refiero a las transformaciones congruentes de una matriz, 
Tos datos de la descomposición conducen a las sigulentas correla- 
ciones: 


(LWY ALY DUL, (10) ATP = DUTT, 
SUASI=D, SVASA =D. 


Las matricos DUL- y DUL son triangulares derechas, las D 
son diagonales, con la particularidad de que en sus diagonales prin- 
cipales solamente ol último elemento puedo ser nulo. De suerte que 

vez homos obtenido los tipos ya conocidos de las matrices 
transformación congruente. Sin embargo, ahora so puedo afirmar 
Araostormación do coordenadas, al pasar a ln 
lo son 


Las transformaciones congruentes con una matriz triangular de- 
recha son las más sencillas, no obstante lo suficientemente generali 
todavía para que puedan ser aplicadas a una clase amplia de matri- 
cos. Por esta razón cansa un interés determinado la descripción 
“aquella clase de matrices que pueden reducirse a la forma canónica 
con ayuda de una transformación con la matriz triangular derecha. 
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ua 991 Si una matriz rectangular A está representada en la 


{orma celular 
mo 
ES $ os 
RiT 


donde B es una matriz cuadrada regular de orden r, entonces el rango de 
da matriz A es igual a r, si, y 2ólo si, 


T=RBQ. (03.9) 
brxosrracion Multipliquemos la matriz A a la izquierda por una 


sumi calla regolar 
E 10 

v-( ), 
mz, 


donde las células correspondientes tienen las mismas dimensiones 
que en (93.5). Entonces 


Las matricos A y VA son de un mismo rango el cual será igual a r 
cuando, y sólo cuando, 7 — RB“Q = 0, 

Ahora podomos describir la elase buscada de motrices. Resulta 
estrechamonto rolacionada con las matrices del tipo (93,5), (83,9). 

TEOREMA mi Para que una matris no antisimétrica puedo ser 
reducida a la forma canónica mediante la transformación congruente 
con una matriz triangular derecha, es necesario y suficiente que el 
número de los primeros menores principales no nulos de la matriz A 
sen igual a su rango. 

Demosmaciox NECESIDAD Supongamos que una matriz no anti- 
simétrica A so reduco, con ayuda de la matriz irlangular derecha P, 
a la forma canónica (42.5). Es evidente que el número de los prime- 
ros menores principales no nulos en la matriz A no puedo ser superior 
al orden de la célula M. Aplicando la fórmula do Binet—Cauchy y 
Soniendo presente que on las primeras columnas de la matriz P o) 
menor no nulo está ausento, salvo el principal, obtenemos 


A 12 ¡E 
A E 
para todo s no superior al orden de la matriz M. Como los menores 
paneles a cs de gt A cema emange 
los primeros menores principales no nulos de la matriz A es igoal 
Erans 
a maca 


principales no nulos de la matriz A y el rango de ésta son igualos a 7- 
Representemos la matriz A en la forma celular (93.8), donde el or- 
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den de la célula B es igual a r. Puesto que todos los menores princi- 
pales de la matriz B son distintos de cero, entonces, de acuerdo con 
lo dicho más arriba, se la puede representar en la forma B = LDU, 
análogamente a (93.1). Construyamos una matriz celular 


ez) 


La comprobación directa muestra que 


z DUL | LU —BBR'+0Q' 
AS 


La matriz DUL- es triangular derecha reguler, la matriz P es 
rlangular derecha regular y, por lo tanto, la matriz A se reduco a la 
forma canónica de un modo adecuado 

Para la transformación congruente de una matriz antisimórica 

la transformación congruente hermitiana de una matriz arbitraria 
las afirmaciones correspondientes se demuestran análogamante y 
aquí nos limitamos sólo a onuociarlas. 

monema ma Para que uno matris antísimétrica A de rango r 
pueda ser reducida a la forma canónico mediante la transformación. 
congruente con una matriz triangular derecho, es necesario y suficiente 
que el námero de los primeros menores principales no nulos del orden 
par de la matriz A sea igual a 7/2. 

muomma m3. Para que una matris A pueda ser reducida a la 
Jorma canónica mediante la transformación congruente hermitiana con 
una matriz triangular derecha, es necesario y suficiente que el número 
de los primeros menores principales no nulos de la matriz A sen igual 
al rango de ésta. 

Las transformaciones de una matriz, tanto congruentes como con: 
úgruentes según Hermite, no son, en el caso general, transformacio- 
os do semejanza. No obstante, sí para cierta clase do matrices P 
se verifica uno de los grapos de las correlaciones 


PPRPP=E, PPP RE, (9340) 


entonces, en este caso la transformación de congruencia se convierto 
en lo do semejanza y para realizar las investigaciones se pueden utili- 
zar los resultados obtenidos anteriormente referentes a la semejanza 
de matrices. Como ya sabemos, las matrices ortogonales reales satis- 
acen al primer grupo de las correlaciones en (95.10) las matricos 
unitarias complejas, al aee grupo de correlaciones. Por eso, al 

ir los resultados de los $$ 76—84, referentes a las semejanzas 
unitaria y ortogonal, concluimos que son lícitas las afirmaciones 
siguientes, 
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Toda matriz real, simétrico o antiiméxica, se reduce a la forma 
canónica mediante lo transformación congruentè eon una matris ro 
zonal 

Toda matris compleja se reduce a la forma canónica por medio de la 
transformación congruente hermitiana con une matriz unitaria 

"Estas afirmaciones son, en lo principal, de interés teórico. dado 
que en la práctica resulta muy dificil hallar matrices unitarias y 
mogouales de la transformación, sobre todo cuando n > 5. 


Ejercielos. 


1. Demuéstroso que si Jas descomposiciones (83.1), (08.3), (03.6) existen, 
Pon e iemmutnrese que si todos Jos menores (a excepción, quizón, del menor 
de ordon suporton) de la mat 4, dnpueros en la esquina Iieior derocha, 

"simios de com, entonces existe, y. además. sélo una descomposición 
LD U.donda £ e ven matris ierecha, U. una matris triangular 
Cuerda mentan Jl ed a D. ma, ai, ‘diagonal 


E Demuestren 'elemeatos dn de la matri D que figura en el 
ción Es son válida ls correlaciones 
AS 
4 
ce PNP 
SET AN 
+2 
4. ¿En qué factores posda descomponerse una mati, si 00 
Att de coro ss mao la esla izquierda Inle (derecha 
ope 
de Saposgamas que par los elementos ay dela mara 4 5 venian lr 
correlaciones 
=o Ihr osn 


para ciertos números 1< k, Tal matriz se Ilama matriz de cinta. Demuéstroe 
sl para una matriz de cinta 4 teno agar la descomposición (93.1), entonces 


A mye® jik 
6, Una matriz A se Iams tridiagonal, si satilace as condiciones (93.11) 


quando dem do L= A. ¿Qué forma tienen las fórmulas (93.9, (90.7) parn 
da mai tridiagonal 
j. Una matriz A so lama cos rr deso (gaterda) l salon 


o et 
a UR STO 
A E EED 


o Piipan Amai E Te Lo 0): ¿QUÉ forma 


$94 Formas bilineales simétricas 


Al examinar las formas biline- 
ales y cuadráticas prestábamos más de una vez especial atención 
tanto a las formas bilinealos simétricas como a los bilineales que 
engendran formas cuadráticas reales. Sólo dos tipos de las formas 
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lineal simétrica real y la forma bilineal simétrica hermitiana. Las 
matrices de estas formas son on cualquier base simétrica real o bor- 
mitiana, respectivamente. Ambos tipos de las matrices se reducen, 
por medio de una transformación congruente, a la forma normal 
real diagonal. 

Según hemos visto, una misma matriz puedo reducirse a la forma 
canónica mediante diferentes transformaciones congruentes. Pi 


sabo que ol rango de una matriz no depende de la transformación, 
tazón por la cual, cualquiera que sen el procedímionto de reducción 
a la forma canónica, el número de las últimas filas nulas será cl mis- 
mo, Para, trices simétrica real y hermitisna podemos decir 
mucho más. La forma canónica de estas matrices puedo ser descrita 
por el número de sus términos positivos y negativos, Tiene lugar el 
siguiente teorema, importante 

ronena ws (ley de inercia de las formas cuadrálics), E1 número 
de los términos positivos y el de las términos negativos en la forma canó- 
ica de una matris simétrica real, en la transformación congruente ordi- 
narta, y de una matriz hermstiana, en la transformación congruente 
hermitiana, no dependen de cómo se realiza la reducción 

DratosrRacioN “Supongamos que una matriz A satisface las condi- 
ciones del teorema. Consideremos la forma cuadrática F con la ma- 
triz A de rango r de las variables Z}, Xy -- +; Xy Y supongamos que 
dicha matriz se ha reducido a la forma normal mediante dos proco- 
dimiontos 


Pati io her 
cdi todas 


Puesto que el paso de las variables zy, Xp. - +: 7, a las, 
Vas Vas > ¿<> Un Se ha realizado mediante una transformación linoal 
egular, las segundas variables se expresarán linealmente en térmi- 
nos de las primeras. con la particularidad de que el doterminante de 
la matriz de la transformación inversa será diferente de cero, Así 
pues, 


vba 
oiia 


#0. (94.2) 


n= da 


Análogamento 


s= Y ento 


(94.3) 


a 


CAP 1. FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS. wo 


Supongamos k< l y escribamos un sistema de ecuaciones 


nan =n=nm= 20 (44 
Si los primeros miembros de estas igualdades se sustituyen por sus 
scpelos de (94,2), (3), se obtiene un sistema de n a 
seuaciones lineales homogéneas con n incógnitas žy, Za, << 0 yo 
El número de ecuaciones en este sistema es menor que el número d 
Snes, acoosecuencia del cual a solución de sistem e e 
no mul pa 

Sustituyamos ahora, en Ja igualdad (94.1), todas las variables 
por sos expresiones do (94-2), (04.3) y a continuación on lugar d 
las variables z1, Fa» »- ++ Za escribamos los números o as 
a.a tp, Si, realizada tal sustitución, designamos, para brov 
on yı (a) y y (a) los valores de las variables yu, 3y, entonces, to- 
londo on enanta 04 4. la correlación (94-1) se coito on Ia igu 

€ 


hm la) +0). 
De aquí se desprende 
(a) (a) =0 (94,5) 
Por otra parte, por la propia elección de los números ay, Ay, 


+ «os Sy tenemos. 
A 0) 
Do oste modo, el sistema de n ocnaciones lineales homogénoas 


nd  i=Lh Ac m 


con n incógnitas s, tone, on virtud de (94.5), (04.0). 
una solución no nui da, es decir, el determinante de 
sta sintoma daba ser igual a coro. Esto cotradico a 043), A una 
Contradicción análoga logaremos al suponer 2< k. Por consiguien- 
to, I= k y el teoroma queda demostrado: 

Toda forma cuadrática real ordinaria (hermitiana) en un espacio 
lineal roal (complejo) tiene en cualquier base uns única matriz simé- 
trica roal (hermitiava compleja). Estas matrices satisfacen las condi- 
ciones del teorema 94.1. Cualquiera que sea la base el número de 
términos positivos y negativos de la forma canónica de una matriz 
es un invariante para la forma cuadrática y se denomina, respectiva- 
mente, su Índice de Inercia positivo y negativo. La diferencia entro 
sl índice positivo y el negativo so denomina signatura de la forme 
cuadrática. Ahora se enunciar algunos corolarios útiles del 
teorema 94.1. 
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gonoLanio. Una forma cuadrática es definida positiva (negativa) 
cuando, y sólo cuando, el índice positivo (negativo) de inercia es igual 
en 

conoranso. Una jorma cuadrática es de signo constante cuando, y s6- 
lo cuando, uno de los indices de inercia es igual a cero. 

La loy do inercia permite dar cierta clasificación de las formas 
cuadráticas reales. Llamemos dos formas cuadróticas equivalentes 
afines, si para cada una de ellas se puedo elegir tol base que las ma- 
trices de dichas formas cuadráticas so hagan iguales, En esto caso 
diromos también que con ayuda de una transformación regular una 
forma cuadrática se convierte en la otra. Es fácil comprobar quo la 
equivalencia afín de las formas cuadráticas es una relación de equi- 
valencia y dos formas cuedráticas son equivalentes cuando, y sólo 
cuando, sus matrices en una misma base son congruentes. Por eso, 

de inercia provine que todas las formas cusdráticas reales 
an ol aspacio lineal K, pueden dividirse on clases disjuntas en cada 
as cuales entran formas cuadráticas equivalentes afines y sólo 
claso so caracteriza por el rango y la signatura. La citada 
¡ón en clases so denomina clasificación afín de las formas cun 


cuadráticas no positivas de rango r. Ambas clase 
contienen todas la formas cuadráticas de rango r do signo constante 
y sólo éstas 

La capacidad de una forma cuadrática de conservar su signo cons- 
lante 50 establece, generalimento, por su reducción a la forma canó- 
nica, sirviéndose lo uno delos métodos descritas. 


un espacio complejo los resultados során los mismos, mit 
las demostraciones s diferenciarán en pequeños detal 

tromma w2 (Criterio de Sylvester). Para que una forma cuadrá- 
tica xa definida positiva, es necesario y suficiente que lodos los menores 
principales de la matriz de esta forma sean positivas. 

Demosmmacion wecesman Supongamos que una forma cuadráti- 
ca con la matriz 4 es definida positiva. Eb este caso existo una trans- 
formación regular con la matriz P que reduce la forma a una suma 
de cuadrados. Conforme a (91.9), esto significa que E= P'AP 
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a, bion A = (P-Y P- Haciendo uso de Ia fórmula Binot—Cauchy 
obtenemos 


EM 


kay 

D 
Como la matriz P es regular, en las primeras s columnas hay al monos 
un vector distinto de cero. Por consiguiente, para todo s el segundo 
miembro de la igualdad obtenida es positivo. 

'suncwxcin Supongamos ahora que todos los menores principa- 
los de la matriz A de cierta forma cuadrática son positivos. Con ayuda 
de una transformación, determinada por las fórmulas (93,7), reduz- 
amos esta forma al tipo canónico. Do acuerdo con la hipótosis dol 
teorema y las fórmulas (93.4), todos los coeficientes del tipo canó- 
nico serán positivos, es decir, la forma cuadrática es definida posi 
tiva. 

conovano. Para que una forma cuadrática sea definida negativa, 
a necesaria y suficiente gue tdo os menores pin pales de orden impar 
sean negativos y todos los menores de orden par, positivos. 

La demostración se deduco del criterio do Sylvester y del hecho 
de que si A os una matriz de la forma cuadrática definida negativ 
entonces —A será una matriz de la forma cuadrática definida posi- 
tiva. 

"nonea w3 (criterio de Jacobi). Para que una forma cuadrática 
sea definida positiva, es necesario y suficiente que todos los coeficientes 
del polinomio característico de la matriz de la forma sean distintos de 
cero y tengan signos alternado. 

DEMOSTRACION. NECESIDAD. Según se ha observado, por medio do 
una transformación de las variables con una matriz ortogonal, una 
forma cuadrática dada ser reducida al tipo canónico cuyos 
coeficientes serán los valores propios A, has + - +» An de la matriz 

-uerdo con las condiciones del teorema, los valores 
El polinomio característico / (A) es 


10) A) AAAH nA o 

Taa Fah +a 
siendo todos los coeficiontas suyos no nulos con signos alternados, lo 
ue so desprende directamente de las formulas de Vito para los 
coeficientes 
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merecia, Supongamos que los coeficientes del polinomio carac- 
terístico son distintos de cero y tienen signos alternados. Las raíces 
do este polinomio, como valores propios de la matriz simétrica, serán 

nos resta por señalar que son positivos. Supondremos que 
irmación está domostrada para todos los polinomios de grado 
n— 1. Ya que todos los coeficientes $ (3) son distintos de cero y 
tionen signos alternados, entonces, por hipótesis, 7 (i) tiono n — 1- 
raíces positivas. Del curso del análisis matemático se conoce 
que si un polinomio sólo tione raíces reales, éstas se dividen por las 
raíces de la derivada. Por eso f (2) tiene por lo menos n — 1 raices po- 
sitivas. La última raíz será también positiva debido a que es posi- 
tivo el producto do todas las raíces. 

Los criterios para las formas cuadráticas no negativas y no posi- 
tivas son mucho más complejos y esto se debe, en lo principal, a 
que en estos casos las matrices son dogoneradas, Uno de los métode 
ue se usa para investigar el carácter constante de los signos de una 
forma cuadrática está vinculado con la reducción de su matriz a la 
forma simétrica (93.8), (93.9) como también con ol estudio do esta 
última Jorma. En virtud de que las matrices do signos constantes están. 
estrechamente enlazadas ontre sí, nos limitaremos a la considera- 
ción de las matrices no negativas 

Llamemos a ln matriz / matriz de conmutaciones si cada una do 
sus filas y cada columna contienen sólo un elemento no nulo y todos 
Jos olementos no nulos son iguales a la unidad, Evidentemonto, al 
r una matriz arbitraria A a la derecha por la matriz de 
iones H, en la matriz A s cambian entro sí sus columnas 
y al multiplicar a la izquierda, se cambian entro sí las filas 

EA 9 striz regular arbitrario A eziste tal matriz 
de conmutaciones H que en la matriz AH todos los menores principales 
son distintos de cero. 

prmosrracton A es una matriz regular. Por consiguiente, su 

cimera fila contiene por lo menos un elemento no nulo. Al colocar 
a columna correspondiente en lugar de la primera, 
el menor principal de primer orden. Supongamos 
permutación de las columnas hemos logrado que todos los menor 
principales de orden hasta k no son iguales a cero. Ahora, si al per- 
mutar las últimas n — k columnas no so puedo conseguir que al 


multipli 
conmuts 


s úl 
menur principal de orden (k + 1) sea no nulo. esto significa gue on 
las primeras k + 1 filas de la matriz A no existe un menor no nulo de 
ordon k + 1, es decir, la matriz A debo ser degenerada. La contra- 
“dicción con la hipótesis del lema significa que el último está de- 
mostrado. 

conexa me Para que una forma cuadrática de rango r con la 
matriz A sea no negativa, es necesario y suficiente que exista una matriz 
de conmutaciones H tal, para la cual en la matriz H'AH los primeros 
7 menores principales sean positivos. 
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ISIOSTRACION. NECESIDAD. Supongamos que la forma cuadrática 
de rango r con la matriz A os no negativa. En esto caso existo una 
matriz regular P tal que A = (P-Y £,P*. donde £, es una matriz 
diagonal cuyos 7 primeros elementos son iguales a uno y los demás, 
A cero. Do acuerdo con el lema 9.1, oxiste una matriz de conmuta- 
ciones H, para la cual todos los menores principales de la mi 
P="I son distintos de cero. 

Haciendo uso de la fórmula de Binet—Cauchy, encontramos 
para ts <r 


aran (y E 


X (E,P~] a 
ze AE > 


a 
alien; a)i >e 


surerexcia Supongamos que para la forma cuadrática de rango r 
con la matriz A existe una matriz de conmutaciones H tal que on 
lo matriz H'AH los primeros r menores principales son positivos. La 

y, de acuerdo con el teorema 93.1, al 

ranslormación con una matriz triangul 
tipo canóni 
riz A serán positivos 


co de la matriz W'AH y, por tamto, de la 


es decir, la forma cuadrática es no negati 

En cuanto a igno no constante, con- 
viene decir que logos completos de los teo- 
romas 944, 94. 


A del tipo (83.8), (33.9), sus indices de inercta coinciden con los de 
Inercia para la forma cuadrática «truncada» que se determina mediante 
la matris B de ($35). 

nemostraciox De acuerdo con el teorema 93.1, la matriz A puede 
sor reducida a lo forma canónica mediante la iransformación con 


nes (03.4). Pero la metriz B dela forma cuadrática strancadas sa. 
tisface también las condiciones del teorema $3.1 y para los coefi- 
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cientes de su tipo canónico se verifican asimismo las correlaciones 
(03.4). Por eso, los índices de inercia de las formas cuadráticas, de- 
terminadas por las matrices A y B, coinciden. 

El singular interés respecto a las formas cundráicas de signo 
constante se debe al gran campo de sus aplicaciones. Una de las 
aplicaciones más importantes es la introducción de una métrica en 
un espacio linoa]. Toda forma bilineal, polar respecto a cierta forma 
cuadrática definida positiva, puede considerarse como producto 
escalar y, por lo tanto, con su ayuda podemos convertir un espacio 
lineal on un espacio euclideo o unitario. El cumplimiento do los 
axiomas para estos espacios es obvio. Una significación no menos im- 
portante para introducir una métrica, especialmente en los subespa- 
Cios, tienen también las formas no negativas. Como ejemplo de la 
Slzaión dl aráctar constante do los signos domostremos que es 
válido el 

monea we. Para que una forma bilineal hermitiana regular sea 
reducible a la forma diagonal, es suficiente que su parle simétrica 
(o antisimétrica) sea estrictamente de signo constante, 

Prorosrracion Consideraremos el caso en quo la parte simétrica 
es definida positiva. Sea A una matriz de la forma bilineal, 


cos $ (4 +49) será la matriz de la porte simétrica. Puesto que la 


parto simétrica es definida positiva, la matriz $ (4 + A*) es con- 


gruento de la matriz unidad según Hermito. Por consiguiente, existe 
una matriz rogular $ tal que 


FS ARA" (94.7) 
Mostramos que la matriz S'A Ses normal. De (94.7) tenemos 
Ss =2(44 49%. 
Por ollo 
(S'A3NS'AS)*— (S'AB) (S'AS) = S' (A3S'A*— ABSA) = 


25 (A (AHA AIAT (AH AA 

SRS AHAIA A 

Siendo normal, la matriz S'AS se reduce a la forma diagonal media- 

nte la transformación congruente según Hermite con una matriz 
unitaria. 

De este modo, la matriz A de la forma bilinoel hermit 


gruente sogún Hermite de la matriz diagonal, lo que se trataba de 
demostrar. Todos los cesos restantes se examiban de modo análogo. 


al 
ir 


Y Demaltto 
es positivo. 
TES Demiuísrue que vaa mars ética de rango r siempre une un menor 
diagonal, aunguo san único, de rango r. distinto 
emule que al lato miimo de una ati doin posta 
“sn encuentra co la diagonal principai 
ME Demuin qus la miina A es dea positi 


teut> Y jest 


sl para todo y 


do 6 peda sr gemido 
a diagonal calar o 


atn pa de pango y, ndo a rep 
maceta dlans positivas coa dos alomentos nba 


$06, Hi de 
Migrar de segundo 


Con el estudio de las formas 
cuadráticas reales está estrechamente rolacionada la investigación 
de otros objetos, a saber, hipersuperficies de segundo grado. Desean- 
do subrayar el carácter geométrico de muchas propiedades de las 
kipersuperfícios, en adelante llamaremos a los vectores casi slompro 
puntos del espacio Re- 

So denomina hipersuperficie f de segundo grado en el espacio Ra 


ún conjunto de puntos cuyas coordonadas z}, Zy, - + -, Za satisfacen 
la ecuación 

$ $ enes 2 3 + 0=0, 054 

Š eam Š ante 054) 


» da, € son unos números reales. 
Simplifiquemos la anotación. Al igual que en el caso de las for- 
mas cuadráticas, supondremos que la matriz A con los coeficientes 
con b un vector con las coordenadas 

en el espacio R, un producto escalar 
«como suma de productos de les coordenadas, tomados dos a dos. 


4 os. IPERSUPERFICIES DI SEGUNDO GRADO 34T 


Ahora, le hipersuperficio / de segundo grado en el espacio R, puedo 
considerarse como un conjunto de los puntos z del espacio guclídoo 
R, que satisfacen la ecuación 
(Az, 27-200, 740=0 (052) 
o bion, por ser la matriz A simótrica, la ecušción 
(a A3) — 2 (b, 3) + e = 0. 

La investigación de las hipersuperficios do sogundo grado la 
empozaromos con el estudio de ja disposición conjunta de estas su- 
porlicios y de líneas rectas. Tomemos una recta arbitraria on 
espacio Ry. Supongamos que esta reota pasa por el punto z, y tiene 
un vector director I. Los puntos z de dicha recta se definon 
mediante la igualdad 


2=x%2>+8 05.) 
para cualesquiera números reales £. Al sustituir la expresión du 
para z en (95.2), obtendremos 
PAL) — H (fb, D — (Az) + 
+ (da, 20) — 2 (b, zo) + e mm O. (05,4) 

De esto modo, los puntos do intersección de la recta (95.3) con 
la hiporsuperticio (95.2) se determinan porsdas raíces do la ecuación 
cuadrática (95.4). 

Dicemos que la recta (95.3) con el vector director 1 es de direc- 
ción no asintólica (asintótica) respecto de la hipersuperticio (05,2), si 
(Al, 1 940 (AL, D = 0). 


Gonsidarremos una, recta cualquiera que tiene la dirección no 
nsiniótica 1 y atraviesa la hipersuperficio. Los puntos de intersección 
determinan en cada una de estas rectas un segmento al cual lama- 
romos, por analogía con la geometria elemental, cuerda. Designemos 
con L ol conjunto de puntos medios de todas las cuerdas. Si los extre- 
mos de una cuerda son contraídos a un punto, ésto so considerará 
también como punto medio de la cuerda. Probemos que L portonoce 
a cierta hipersuperfici 

Los extremos de cualquier cuerda se determinan por los valores 
dol parámetro £ coincidentes con las raíces de la ecuación (95.4). Por 
llo el punto medio de la cuerda se determina por el valor de £ igual 
a la semisuma de las raices. Do confirmidad con las fórmulas de 
Vito esto nos da 


Le. DAL, a) 
EA 06 


Si za es el punto medio de la cuerda, entonces 


re 
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Ahora tenemos 


Dato, 0). 


Así pues, los puntos medios de todas las cuerdas satisfacen la ecua 
ción 


(Al, 2) = (b, D. (05.6) 


Comu el segundo miembro de la ecuación no depende de za, enton- 
ces, de acuerdo con la fórmula (40.8), esta ecuación determina un 
Mpieplano cuyo vector normal es igual a Al. 

El hiperplano (95.6) se llama Atperplano diametral conjugado de 
la dirección 1 respecto a la hipersuperficio (95.2). 

La forma oxplicita de la ecuación del hiperplano diametral per- 
mito establecer toda una serie de propiedades importantes que poseon 
las hipersuperficies do segundo grado. Sea A una matriz regular. 


actors 
X iones 


h 
in único punto común 2*. Ahora, de la 6r- 
las igualdades 
(Az*— b, h) = 0 
para i = 1, 2, .... n, En virtud de la indopendencia lineal de los 
vectoros ly esto significa que Ax*— b = 0, es decir, el punto 2* 


no es otra cosa que la solución del sistema de ecuaciones algebraicas 
linonles 


mula (95.6) so desp 


Azmi. (95.2) 

La solución dl sistema con una matriz regular es única, razón por la 

cual el punto construido z° no depende, on realidad, do cóno an 

mos ciclos sports de punto 2* es válida 

/nos cálculos simples muesiran que para todo punto 2* es váli 

la correlación aia j 
(az, a) — 20, dre) 22) + 

+2 (42,22%) + (A3, 2°) = 2 0, a°) +0 (058) 

Si, on cambio, z* esla solución del sistema (98.7), entonces respecto 

de tel punto la hipersuperticto (95.3) posee la propiedad Importante 
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de simetría. A saber, cuslquiera que sea z, el primer miembro de 
(65.2) toma válores Iguales on los puntos > 

z= +e-h Prol (059) 

De aquí so deduce, en particular, que ambos puntos, z, 2”, so 


ubican o no se ubican en la hipersuperficio (95.2) simultáneamente, 
La igualdad 


etta) 


al rez al nd simetría de la poi 
ion la hipersupericio (34.2) s dispon aunque tea un solo punto 
de Bn, o) contro de simetría se denomina real: B 
so llama imaginari 
Sea, ahora, z* un centro de simetría, es decir, para todo z el 
peines miembro de (65.2) toma valores iguales vn Jos pontos £ + 
'or consiguiente, 


(Az, z) — 2 (b, 2) + e = (42,7) — 2 (b, 2°) + e. 


De acuerdo con (35.8), (95.9). esto es posible sólo en ol caso en que 
para cualquier z 


in el caso contrario 


(Art — b, z — 1°) 020. 


Mas, la última identidad os válida cuando, y sólo cuando, 4x* — 
— Bm 0, os decir, cuando el punto 2* sea la solución dol sisto- 
(05.7). Cabo señalar que aquí nunca suponíomos la regularidad 
la mateiz A, ni tampoco la presencia de otras sus singulari- 
metria. Por esta razón 
Para que el sistema Áz=b tenga solución, es necesario y sufi- 
crente que la Ai persuperficie (95.2) cuente con un centro de simetría, 
El conjunto de todas las soluciones coincide con el conjunto de 
lodos los centros de símetri 

Do este modo, so pone de manifiesto una rolación muy pro- 
funda entro los sistemas do ecuaciones algebraicas s y las 
hiporsuporficios de segundo grado. Esta relación se 
liamente al construir Jos más diversos algoritmos de cálculo. 
particular, en ln construcción del sistema de hipersuperficios dia- 
motralos so basa un gran grupo de métodos que forma parte 
grupo de los llamados métodos de direcciones conjugadas. Estos 
métodos so tratarán en el último capítulo de la obra, 

En el caso general la investigación de las hipersuperficies de so- 
gundo grado puede fundarse en la reducción de ollas a la forma canó- 
"ica, casi por analogía completa con las formas cnadráticas. Pero en 
este caso, además do las transformaciones regulares lineales de las 
Variables, so exigirán las operaciones de desplazamiento. 
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Consideremos una transformación cualquiera de las variables 
z= Py que reduce la forma cuadrática (Az, z) a la forma normal. 
En términos de las variables yy, Ya, - » +, Ya le ecuación de la hiper- 
superficie tendrá por Gxpresión 

Má +A s- 

a O IS 
Realicomos ahora el desplazamiento de las variables de acuerdo con 
las fórmulas 


n-i <i, 
n- ( nts ASIS, 
n 1HIKISh. 
En términos de estas variables la ecuación toma la forma 
Med + HPO. 
Supongamos que uno de los números d,4y, .., da» por ejemplo dy, 


es distinto de coro. Hagamos 
n 20 icm 
N dott. datn ien 

y a continuación realicemos nuevamente un desplazar 


0. ica 
uf neg 


Ahora, la ecuación de la hipersuperficie adquiere la forma: 
tutut.. uue, AENA. (05,40) 


Si entro los números d,s, . ... da, p no hay ninguno que soa 
igual a caro, la oc 'de la hipersuperficie toma la forma $ 
guien 


tajit.. tue,  1<r<n. (95.14) 

X, por Hn, i los amero dy -d son nulos, mientras que 
54 0, entonces, al poner u = 24 p [42 para todo i, obtandromos 
Ana forma más para la ecuación de la Dipersopriicio. A sabers 
0  1<r<m (042 


En virtud de la loy de inercia de las formas cuadráticas, las su- 
perfícies definidas por diversas ecuaciones del tipo (95.10)—(95.12) 
no pueden convertirse la una en la otra con ayuda de la transfor- 
mación lineal de las variables y un desplazamiento. En este caso 
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deben considerarse diferentes las ecuaciones que no pueden ser trans- 
formadas la una en la otra multiplicándoles por (—1) y cambiando la 
numeración de las coordenadas. Igual que en el caso de las formas 
cuadráticas, esta vez obtuvimos también una partición de todas las 
hipersuperficies de segundo grado en clases se 
Al reducir las hipersuperficies de segundo grado a Ja forma canó- 
mica se utilizan con frecuencia sólo las operaciones de traslado y 
transformaciones lineales de las variables con matrices ortogonales. 
Esto so debe, principalmente, a que ambos tipos de las transforma- 
ciones indicadas no cambian las distancias entro los puntos, En 
este caso las formas canónicas serán un tanto diferentes, aunque on 
s a del PE cl e ana on 
sl caso cio Ry la Mipersaperfiio de segundo grado puedo vor 
reducida sólo a uno de los siguientes tipos: 
L ha H h? H ay 0, 
I py? + bor = 0, (9543) 
MI, Art + dq 0, 
y en ol caso del espacio Xy. a uno delos siguientes tipos: 
LAR H gh + Att + ag = D, 
1 Aa + day? + bo = O, 
TIL. Ayat + Agy + ag O, (95.14) 
IV. dat be 
V. haè + ag = 0. 


En todas las ecuaciones (95.13), (95.14) los coofici 
variables escritas son distintos de rero. El término indopendiento 
puedo sor igual a cero. De acuerdo con la terminología aceptada, las 
hipersuperficies en el espacio R, se llamarán líneas de segundo orden 
y on el espacio Rp, superficies de segundo grado. Tomando on conside- 
ración los intereses de los diferentes apartados de las matemáticas. 
estudiaremos más detalladamente las líneas y las superficies de se- 
fundo grado según sus formas canonicas (05.13), (95.14). 


Ejercicios. 


sistema Az 
E sta A uoa mati debida, 


to 
Dan D ata da pa 
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A, ¿Qu propiedad de sita po ua Hielo diametrni co 
a ARAT a e an es Fa de o Ena 
MS cts us ol sisma Az = b mo tene solució sundo, y slo 
cando, Spa OSA as mica la Ton cami G80. 


$96, Lineas de segundo orden 


Estudiaremos las líneas de so- 
gundo ordon mediante las ecuaciones (95.13). Supongamos que la 


ecuación do una línea tieno por expresión 
AS (904) 
1.4. El número a, no es nulo; los números dy. An, son de signos 
iguales, contrarios al signo de ay. Escribamos (80.1) en la forma si- 
guiente. 
RG el 
VWF J 
v- v-a 
y designemos 


ay Ë, tey -E (062) 
yún la condición, los números a y b son reales, por lo cual la ecuar 
ción (06.1) us equivalente a la ecuación 


Gr wa 


Una línea, descrita por esta ecuación, so denomina elipse (fig. 96.4) 
y la propia ccuación so llama ecuación canónica de la elipse. Domos 
noco algunas propiedades de la elipse. Una elipse os una línea 
acotada. Como se deduce de la ecuación 
(96.3), para todos los puntos do la elipse 
se tione: |z] < a, | y| < b. La elipse 
cuenta con dos ejes de simetria: ol 
eje Oz y el oje Oy, como también un 
centro de simetría que es el origon de 
coordenadas. Esto se deduce del hecho 
¿que a la par con un punto de coordo- 
nadas (z, y), a la olipso pertenecen 
pontos que tienen las coordenadas 
(60: (~z 1), (—z, —y). Los ojos 
de simetria se llaman ejes principales 
do la olipse; ol centro de simetría es a la vez centro do la elipse. 
Si a > ð, ontonces Oz lleva el nombre de eje mayor de la elipso y 
Oy, oja menor de la olipso. Los puntos de intersección de los ojes 
principales de la elipse con la propia elipse se llaman vértices de 
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la elipso. Cuando a = d, la elipse se convierto en una circunfo- 
rencia de radio a y centro en el origen de coordenadas. Suponga- 
mos, para concretar, que a >b y designemos 
-a (08.4) 
Los puntos E Fa con las coordenadas (e 0), (+e, 0) so denominen 
focos do la olipse. 
"ronmaa ms, La suma de las distancias desde cualquier, punto àe la 
elipse hasta sus focos es una magnitud constante, igual a 2a. 
Dmwosrnacron. Para todo punto M (z, y) de la elipso tenemos 


a 
Para oste mismo punto calculamos 
O a 
(ofi E) tro)" (Gata) 
(hs) "Gee 
La última igualdad es válida, puesto que —Éz +a >0 porque 
lr [<a y ela <4. Luogo, 
pM, Fi (a e)" 
(eL) era) (Gea 


(+= 


s+a. 


En definitiva tenemos 
PM, F)+o(M, Pj=— hata a+ 


1.2. El número as no es nulo; los námeros M, ha, ay son de signos 
iguales. Desigoemos 
Vi VÈ (005) 
entonces la ccuación (96.1) os equivalente a la ecuación 
Le (96.6) 
Está claro que no hay ningún punto del plano que satisfaga (96.6). 


La ecuación (96.6) suele tratarse como la ecuación de una elipso 
Imaginaria. 


-2%. 
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1.3. El numero ay es nulo; los números y, y son de signos Iguales. 
Designemos 
== TE 
Var Va 


en este caso la ecuación (96.1) es equivalente a la siguiente: 
+g =o. (96.7) 


Está claro que solamente el origen de coordenadas satisface la ecua- 
ción (96.7). La ecuación (90.7) suele tratarse como la ecuación do 
una olipse degenerado. 

1.4. El número as no es igual a cero; los números hy, hy son de 
signos contrarios. Por introducción de los nuevos coeficientes análogos 
a (96.2), (06.5), la ecuación (96.1) se reduce, salvo la redesignación 
de las variables, a una ecuación equivalento 


pai wa 
Una línea, descrita por esta ecuación, se llama Aij la (fig. 96.2) 


y la propia ocuación, ecuación canónica de la hipérbola, A diferon- 

gin do la elipso, la hipórbola os una 
lnea mo sentado. Igual, que en 
an de cal a ne di 
de la hipérbola son los ejes de coordena- 
das y el contro do simetría es el origen 
de coordenadas. Los ejes de simetría 
se denominan ejes principales de la 
Bipérbol; el centro do simetria, centro 
de la hipárbola. Uno de los ejes prin- 
pales (Oz) se intersoca con la hipór- 
ja en dos puntos llamados vértices do 
a hipécbola. Este eje e llama ojo real 
do la hipérbola. El otro eje (Oy) no tiene puntos comunes con la 
hipórbola y so llama, por eso, eje imaginario de la hipérbola. 
Designomos 


A 
Los puntos Fs F cuyas coordenadas son (=<, 0), (+e, 0) se deno- 


minan focos ipérbola. 
TeoneMa w2 La magnitud absolute de la diferencia entre los 
distancias desde punto de la Mpérbola hasta mus focos es 


constante e igual a 
DEMOSTRACION: Ba da pa Ms al 0 lala dl lso 


porto. 
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Para ol mismo punto calculamos 


PM, Pim (tept 
mr am) (14) eta) a 


(Lea) (Esta) = 


Para todos los puntos de la hipórbola tenemos |z | >> a y cla > 1. 
Por esto 


z—a para todo z>0, 

PM, Ej 
z+a para todo -<0, 
z+a para todo 1>0, 

PIM, Ey 
para todo 7<0. 


En dofenitiva, 
Lo (M, Pi) — p (f, Fi) | = 2a. 
Considoraromos li de la hipérbola dispuesta on ol primer 
cuadrados Far sta paria 50 a, y o Ò, La stución OÍ) on l 
primer cuadrante es equivalónto a Ía siguiento 


-bva 
ai, naturalmente, se considera que b > OQ, a > 0. Es fácil conven- 


cerse de que esta función puede ser representada on la forme si- 
guiente: 


(96. 
Ala par con la función (06.9) examinemos la ecuación de una recta 
Y=lz 196.40) 


Desienaremos mediante Mf (z. y) y M” (z. y) los puntos de la hipte- 
bola (98.9) y de la recia 'que tienen una misma abscisa z. 
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Al crecer ilimitadamento z, la diferencia 
1 

va decreciendo de manera monótona, quedando positiva, y tiende 
ra 
o aaa ap 
A se e tp 

jna propi loga tiene también para las otras partes 
de la hipcbol. Una de las rectas 


Pa woan 


<ncocpaña el papol de la rocta (90.10). Eatas rectas ao llaman ao 
fas de la Mplrbol. 
Observemos que hemos tratado (96.8) como la ecuación de la 
hipórbola. Sin embargo, del curso escolar se conoce otra ecuación 
que también so denomina ecuación de la hij 
ales pen CO, rolas al Huerta cambio do 
sadanie 


z-i- r-i 
De (96.8) tonemos 
EE) 


«Por lo tanto, on ol nuevo sistema do coordenadas (no rectangular, 
on ol caso gonoral) la ecuación de la hipárbola tione la forma 


yt (00.12) 
o bion 


Esta es precisamente la ecuación conocida del curso escolar. La 
ecuación (96-12) so denomina ecuación de la hipérbola respecto do 
O DE E eimo a, e igual los números da de signos 

EN “ay es igual a cero; y A son 
contrarios. Al ofectuar ol cambio habitual de los es, obten- 
dromos la ecuación 


Eo (ao 
equivalente a la ecuación (96.1). De esta ecuación obtenemos 
H+ 
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o bion 


y=-: (96.44) 


De esto modo, la ecvación (96.43) es la ecuación de una linoa que 
so descompone on dos rectas (96.14) que se cortan- 
da Considorazemos ahora la segunda ecuación do (05.13). Esta tiono 


aytda =o (0645) 
1,6, Ambos números Ay, bẹ son distintos de cero. Designemos 
2240, 
Ahora, la ecuación (96.15) resulta equivalente a la siguiente: 
Y 22 (0640) 


La linoa descrita por esta ecuación se denomina parábola 
¿56.9 y la propia ecuación Iova el nombre de ecuación canónica 
l parábola. Sin restringir la generalidad, se 
puedo considerar que p > 0, puesto que para — [1% 
M< 0 sa obtiene una [inca simétrica eapocto 
E ol pio Oy. Antioggmente a la Miér 
parábola es una lnea no acota 
Polamenie “un eje de stmatclos ol ajo Or, d 
y no tiono centro de simetria. El punto de 
Tusemeción “del qa, de la, per 
misma parábola so llama vértice de la parabola. 
El punto F cuyas coordenadas son (2,0) Pe 9ta 
so denomina foco dela parábola, La recta L definida por la 
ecuación 


it (9647) 
20 llama e parabola. de dede 
meonaxa ma. La distancia entre cualquier punto de una par 
y la directria es igual a la distancia entre dicho punto y el faco de la 


exosrracion. Para cualquier punto M (z, y) de la parábola 
tenemos 


PL Merit, 
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y luego 

Pr (eno 
=(-p2++2p2) 


(2) +20) "> 
ro E 
A] 


puesto que 2>0 y p>0 
Conalaararimos. "pee Tio la torcea ocuación de (3545). Ea dela 
dorme más soncil 


ahamo (96.18) 
11.7. El número a, no es Igual a cero; el signo del número M es 
contrario al de ay. Designemos 
der 
Ë 
entonces la ecuación de la línea (96.18) sorá oquivalonto a la ecuación 
P-t) (96.19) 
o bien 
a z= a (96.20) 


Por consiguiente, la ecuación do la línoa (96.49) os la ecuación do 
una linoa que se descompone en dos rectas paralelas (96.20). 
LIL, El número ay no es igual a cero; el signo del número M 
"Designemos 


coincide con el de 
ez. 
entonces la ecuación (96.18) será equivalente a la ecuación 
Pr0=0 (96.24) 


TL, El námero ay es Iguala cero. En esta caso (9648) es oquiv 
lenta a la ecuación 


2-0 (98.22) 


Por analogía con la ecuación (96.19), suele decirse que la ecuación 
(96.22) dofine dos retas coincidentes, cada una de las cuales so detor- 
mina mediante la ecuación 


2=0 
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Ha de señalarse que para todos los puntos de una elipse o una 
hipérbola tienen lugar las siguientes igualdades: 


A $]. (96.25) 


ar ro fa 


Las rectas æ (1 = 1, 2), definidas por las ecuaciones 
io) 240 (96.24) 


so laman directrices do la elipse y do la hipérbola, Atribuiremos a la 
diroctriz y al foco números idénticos, si se disponen en un mismo 
semipiano definido por el eje Oy. Ahora podemos mostrar que: 

La razón entre las distancias p (AT. P) y p (M, a.) es una magni- 
fu constante para todos ls puntos N de la elipse, Miprila y pará 


Pora la parábola esta afirmación se deduco del teorema 98.3. 
Para la olipas yla hipérbola, de las ecuaciones (96:23), (9024. La 
razón 

ra 
al 
so donomina excentricidad. Se tione 
para la elipse: 


; diametral conjugado de uma direc- 
jaciones de una loea tangente para una elipse, una 


tipéiolo y voa. paríbal. 
e Bomuisiroan que ax, que sale de un foco dela alles yso 
rollja de la tangont, cegado eco. 
iE. Domuistrese ÄRE gon slo dl foco de uan, pri ye 
noloja de da langene, pasa paralelarneote sal jo de la gabo, 
Domnésisese que da ray de iua que palo do un foco Be la ipérbola y se 
olle de la angonto, aparea saliente del segundo foco. 


5 
E 
g 
El 
sl 
sis 


Es 
3i 
ser 
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597. Superficies de segundo grado 

Pasemos ahora al estudio de las 

superlicies de segundo grado, dadas en forma de las ecuaciones 

14). Consideraremos primero la ecuación 

MEHA H hat a = 0. (974) 

LA, El número aa es distinto de cero; los signos de todos los nú- 

meros hy. dy, da son idénticos y contrarios al signo de ay. El cambio ha- 
bitual de Tos coeficientes nos da 


Hz (97.2) 


La superticio descrita 
(lig. 97.4) y la propia ocus 


esta ecuación se llama el 
in, (97.2), ecuación canónica del elip- 
vide. De la ecuación (97.2) se deduco 
que los planos de coordenadas son pla- 


lelopípedo  |z}<a ly |< b, 
La |< e. La lnea de intersección dol 
elipsoide con cualquier plano rop 
Pema. sonta una elipse. En efecto, tal inea 
de intersección es una linoa de segundo 
rado, Por sor ol elipsoide una superficie limitada, eta línea también 


limitada, poro la única línea limitada de segundo orden es 
una olipso. 

1.2. El nimero a, es distinto de cero; los signos de todos los ni- 

meros a A An 0, on idénticos. La sustitución habitual do los coefi- 
iontos da 


ftti- (97.3) 


No hay ningún punto del espacio cuyas coordenadas satisfagan esta 
csución: A caa a ono de ma naci de ae 
kide 4 

1.3, El número a, es igual a cero; los signos de todos los números 
Mas do da son ido. Toomas 


A (97.4) 


Esta ecuación se satisface sólo por el origen de coordenadas, Suele 
decirse que (97.4) es la ecuación de una elipse degenerado. 
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1.4. El número a, noes Iguala cero; las signos de da, % coinciden y 
iS 
cientes nos 


os (015) 


La superficie descrita por esta ecuación so lema hiperboloide de 
una hoja (tig. 97.2) y la misma ocusción, ecuación canónica del bi~ 
perboloido de una hoja. De la ecuación (97,5) 
so deduce quo los planos de coordenadas son los 
de simetría y el origen de coordenadas es el 
centro de simetría. Examinemos las líneas La 
de intersección del hiperboloide de una hoja 
con los planos z = h. La ecuación de la pro- 
Ygcsión detal es brs ol plano Osy oo she 
one de la ecuación (97.5), sí ponemos en 

== h. Es fácil ver que esta línea es una elipse 


Zrii, 


donde 
amor TFW, 
bby TEA, 
con la particularidad de que sus dimensiones Fig 97.2. 


crecen ilimitadamente cuando A —»-+ co, Las 


es iguel a cero; los signos de da Ay, a coin- 
2. Por analogia con (97.5), tenem 


L (97.8) 


La superficie descrita por esta ecuación se denomina Mperbololde 
de dos hojas (tig. $73) y la propia ecuación, ecuación canénics dol 
hiperboloide de dos bojas. Los planos de coordenadas son planos de 
simetría y el origen de coordenadas es el centro de simetría. Las líneas 
de intersección La del hiperboloide de dos hojas con los planos z = A 
representan elipses cuyas proyecciones sobre el plano Ozy tienen por 
expresión 


2, 
HL 
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donde 
OS Y EEFT, 
De aquí se infiero que ol plano secante z = À empieza a cortar el 


hiperboloide de dos hojas sólo cuando [A | >e. Én la capa entro 
los planos z = —e y = = +e no hay puntos de la superficie en con- 


Pena 


sidoración. En virtud do la simotría respecto del plano Ozy, le 
Perficio consta de dos hojas di fuera do la capa citadi 
Secciones obtenidas como rosnltado dol corto dl hiperboloido por ls 
planos Oyz y Oz: topresentan an sí unas hipécbol 

6. Él número aş er igual a cero; los signos de hy, hy colnciden 
y son contrarios al de hy. Tenemos 


grp-fai qna 


La suporficio definida por esta ecuación se llama cono elíptico 
(tig. 97.4) y la propia ecuación, ecuación canónica del cono elíptico. 
Los planos de coordenadas sirven de planos de simetría y ol origen do 
coordenadas as el centro de simetría. Las líneas de intersección Ln 
del cono olíptico con las planos z = A representan on sí olipses. Si 
punto M (o, Yo zo) se dispone on la suporficio dol cono, entonces 
las coordonadas del punto M (ize, fyo, tzo), para todo número £, 
satisfacen la ecuación (97.7). Por consiguiente, toda la recta que pasa 

el punto AM, y el origen de coordenadas se halla fntegramente on 
la superficie dada. 

Pasomos ahora a considerar la segunda ecuación do (95.14). Te- 


nemos 
A+ da? 4 dea O. 
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11.7. Los números hy, X, son de un mismo signo. Sin limitar la 
preralida, podemos considerar quo bs tiono signo opuesto. ya que 
al coincidir los signos de b y Ay, A, obtenemos una superticio dis- 
puesta simétricamento respecto del plano Ozy. El cambio habitual 
de los coeficientes nos da 


i+t. 018) 


La superficie descrita por esta ecuación s llama paraboloide elíp- 
tico (fig. 97.5) y la propia ecuación, ecuación canónica del parabo- 
oido olíptico. Para esta superficie Ozz y Oys son los planos de si- 
metria, el contro de simetría no existo. El paraboloide elíptico so 


dispone on ol semiespacio z > 0. Las líneas de intersección Za del 
paraboloido elíptico con los planos 3 = A, A > O, representan 60 sí 
lipsas cuyas proyecciones sobro ol plano Ozy se definon por la 


rn 


= ay Ñ, b* = b/R. De aquí se deduce que al crocor A, 
nte, es decir, el paraboloido elípti- 

co representa en sí una taza infinita. 
Las secciones que se obtienen al cortar el paraboloido elíptica 
por los planos y — À y z = À, representan on sí unas parábolas. Por 
ejemplo, ol plano z = A ixterseca la superficie a lo largo de la pa- 


Ein 
E 


dispuesta en el plano z = h. 
11.8, Los números hy, >, son de signos diferentes. La superficie tipo. 
para esto caso se determina por la ecuación 
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La superficie descrita por esta ecuación se llama paraboloide 
Mperbólico (ig. 97.5) y la propia ecuación, ecuación canónica del 
paraboloide bipersólico. Los planos Osz y Oyz son los planos de 
simetría, el centro de simetría no existe, Las líneas de intersección 
del paraboloide hiperbólico con los planos s = À representen en sí, 
para h> O, las hipérbolas 
ETA 

wsl 

aV, b* =5/, y, para k <0, las hipêrbolas 


HA 


donde a* = ay ZÑ, d* = b V TA. El plano z = O corta el parabo- 
loido hiporbólico a lo largo de dos rectas 


dondo a* 


Todas las suj 
(95.14) no dopon: 
intersección de dichas 


indicados. 
pexosmaacion  Éxamínemos un hiperboloido de una hoja definido 
por su ecuación canónica 


Ho (07.40) 
Con cualesquiera a, $ distintos de cero a la vez, un par de planos 

alate- plg=i)-elia) orn 
determina cierta recta P. Es fácil comprobar que la recta dada T so 
dispono integramento en le Superticio (97.10). Más aún, por todo 


punto de esta superfcio pasa una recta pertnaciento a la familia 
lo T. 


-En efecto, consideraremos (97.11) como un sistema de dos ecua- 
siones 
a(ž+4)-e(1-4)=0. 
efa 
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respecto de a, P. El determinante del sistema os igual a coro cuando, 
sólo cuando, el punto Al (z, y, 3) so dispone Pn ol hiperboloido 

107.10). Además, ol rango de la matriz del sistema «s igual a uno 
ciencia cierta. Por consiguiente, a y B so determinan, salvo la 
porcionalidad. Pero, esto significa precisamente la unicidad do 

recta T que pasa por todo punto del hiporboloide. 

Del modo análogo nos Convenceros de que por todo punto del 

hiperboloide pasa una Gnica resta Pe, definida por los planos 


E e). =r(1-4). 
Las rectas I y T* son distintas. Los mismos razonamientos muestran 
que un hiperboloido hiperbólico 


ES 
p- 


está cubierto por dos familias diferentes de rectas II y TI* las cuales 
vienen definidas por los planos 


ze) Pal 
Ali (de). 


Ejercicios. 


$ 
cios de segundo grado. 
'. Tavontiguonss Tas propiedades ópticas de las supertiios de segundo grado. 


CAPÍTULO 12 EXPACIOS BILINEALES 
METRICOS 


Sul ¿que en un espacio 
1 K, definido sobre el campo nur P so ha introducido 
cierta forma bilineal q (z, y)- El espacio X, se llama bilineo? métrico, 
cada par de vectores, z, y de K, se lo ha puesto en corresponden- 
cia un número (z, y) de P denominado producto escalar, con la par- 
ticularidad de que 

MAS 


Si una forma biliieal en el espacio complejo X, es hormitiana, Xy, 
so lama espacio bilineal métrico hermitiano. En estos casos diremos 
también que en el espacio lineal so ba introducido una métrica bi- 
lineal. 

Puedo observarse cierta analogía entre los espacios bilineales 
métricos y los espacios euclídeos y unitarios, considerados anto- 
riormente. No obstante, indiquemos ahora mismo algunas diferen- 
cias sustanciales. Al comparar las dofiaiciones del producto escalar 
en los espacios ouclídeo y unitario con la definición de la forma bili- 
neal, no es difícil advertir que en los espacios bilinenles métricos el 
mencionado producto escalar puede no ser, en el caso general, simé- 
trico y definido positivo. 

El estudio de los espacios euclídeos y unitarios so reducía a ln 
investigación de les propiedades adicionales tanto de los propios 
espacios como de los operadores que actúan en los espacios y surgen 
con relación a las formas bilineales las cuales determinan los pro- 
ductos escalares. El problema de estudio de los espacios bilineales 
métricos es el mismo. La necesidad de introducir una definición 
dobilitada del producto escalar es debida al hecho de que no siempre 
las funciones Dilineales, estudiadas en conjunto con los vectores del 
espacio y los operadores, poseen la propiedad de simetría y de defi- 
nición positive 

Muchas definiciones y hechos serán iguales tanto para los espa- 
cios bilineales métricos ordinarios como para los lineales hermitia- 
nos. Por esta razón, siempre cuando no haya lugar para equivoca- 
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ciones, omtiremos en lo sucesivo la palabra «hormitiano» y realiza- 
remos los cálculos correspondientes sólo. los espacios bilineales, 
Sobreentendiendo tácitamente que para los espacios hormitianos los 
cálculos se efectúan de manera análoga. 

El procedimiento principal para investigar cualesquiera espacio: 
lineales consiste en la descom; ión de un vector según el sistema 
dado de vectores y en el estuc dicha descomposición en función 
de diferentes factores. En un espacio linéal general no existe un ins- 
trumento, con ayuda del cual se podría encontrar la descomposición, 
pero resulta que en el espacio bilineal métrico como tal instrumento. 
actúa el producto escalar. 

Tomemos un sistema arbitrario de vectores zy Zn + Zn del 
espacio bilinoal métrico A y un vector z € X,. Veamos qué nos de 
Jn presencia del producto escalar para investigar la posibilidad 
de descomponer el vector z 


qm a + asy H o H Otn (98.4) 
p dado. Al multiplicar escalarmento la igualdad 
a la derecha, por Zy, Za - «y Zm» Obten- 


diemos, para determinar los coeficientes desconocidos q, Uy, - ++ 
dela descomposición (96.1) un sistoma de ecuaciones algo: 
los 


atalan) + 
San ad aalen 0 


Ham (m 21) = (2, za), 
Finl 2 


alan Im) Haa (an, Fa) + Cn (Em a) = (E, Zmd: 


La atriz G, que es una matriz transpuosta de osto sistema, teno la 
forma 


(Ea 21) (24 23) -oe (is Em) 
Ga| (20 (et) -e (Eae 2n) kis 


(mo 24) (me Ta) +- (Ems Fn). 


y se denomina matris de Gram del sistema de vectores 24, zy, 
$ Zu. El determinante de esta matriz G (2 4 --. Zmd ova 
el nombre de Gram. De este modo, el problema de investigación de 
las descomposiciones (98.1) está estrechamente vinculado con el 
problema de resolución de los sistemas (88.2. 

jos Vectores zy, Zp, >. +; Zm forman una baso del espacio, la 
matriz de Gram sera, para ellos, matriz de la forma bilineal prin- 
cipal (2, y). Las matrices de Gram para diferentes bases son congroen- 
les y, por tanto, tienen rangos iguales, El rango de las matrices 
de Gram es un invariante del espacio bilineol métrico y se lama. 
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rango de dicho espacio. La diferencia entre la dimensión y el 
del espacio se donomina defecto del espacio. Si el defecto es 
de coro, 


los espacios bili- 
les a la izquierda 
y a la dorecha, puesto quo n) # (u, 2, Si, en 
Cambio, (z, p) = (p, 2) = llamarán simplemente 
ortogonales. Teniendo en cuenta la linealidad dol producto escalar 
respecto de cada argumento, es fácil comprobar que le ortogonalidad 
dol vector y a la derecha respecto de los vectores z4, Za, -. . Zm 
origina su ortogonalidad a la derecha respecto de su cualquier combi- 
ción lineal. Lo mismo puedo decirse respecto de la ortogonalidad 

a'la Szquierda. De aquí proviono, en particular, que para que un 
vector dol espacio K, 308 ortogonal a todos los vectores del subespa- 
cio linoal L, es necesario y Suficiente que soa ortogonal a los vecto- 
res de una base cualquiera del subespacio L. 

ima ma. Si la matris de Gram del sistema de vectores z, 
+ + 3 Em €s degenerada, entonces existen tales vectores u, v ( 
combinaciones lineales no triviales de los vectores zy, Zy, „, 2m) 
ue u es ortogonal a la derecha y v, a la isquierda respecto de todos los 
Vectores de la cápmula lineal de los vectores Zy, Zn >- Emo 

Drmosrnacion. Si la matriz de Gram es degenerada, sus filas 
son linealmente dependientes. Por consiguiente, existen tales nú- 
meros Ys Ya »  -» Yuma DO todos iguales a cero, que la combinación 
lineal de las filas sorá mula, es decir, 


Nlo 2) + pto 2) +- >< + Ya (Ems 2) =0, 
(98.4) 


Si designamos 


»= vrn 
A 
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“talquiara de los vectores citados, por lo cual es aie e todo 
vector de su cápsula lineal, El vector u se construye análogamente, 

ip periodo d la depandoneia Lisa de ls columnas de 
|a matriz do [Gram. 

conoLamo. Si la matriz de Gram para un sistema de vectores U- 
nealmente independiente es degenerado, la forma cuadrática (2, 2) 
ea seco fro que PE is € la Norl Po dl samt 
dado y es ortogonal a la derecha (ala ingalerda) respecto de todos los 
vectores de enta cápsula. 

Efectivamento, en virtud de que los vectores del sistema son 
Ugena [ndendiis, las ester =, » mel. no lo; 
más, (u, u) = (0, v) 

Èn varios casos de importancia el determinante de Gram sirve do 
medio muy cómodo para establecer ol hecho de dependencia lineal o 
independencia, lineal de un sistema de vectores. 

imma ma Para todo sistema de vectores linealmente indepen- 
diente el determinante de Gram es Igual a cero. 

DIDIOSTRACION. Sea un sistoma Za, Zs, . . -, Zn linoalmonto do- 

jendionte En este caso podemos representar el vector nulo z en 

lo una combinación lineal no trivial de los vectores z, žy, » » - 
e tonces, el sistema homogéneo (98.2) debo" toner 
una solución no nula. Por consiguiente, el determinanto de la matriz 
de esto sistoma, es decir, el determinante do Gram del sistoma 
Zu Zo ++ e Zm Será igual a cero. 

monea sel. Si una forma cuadrática (z, z) no tiene vectores 
iadtropos, el determinante de Gram no es nulo, cuando, y sólo, cuando, 
“su sistema de vectores es linealmente independiente. 


lo, lo que es imposible por hipótesis. 

suriciencta. Supongamos que al sistema de vectores es linealmon- 
te independiente, Si el determinante de Gi 
conforme- al corolario dol lema 08.4, debe exi 
Pesto que esto último es imposible según la hipótesis, el 
mante de Gram no es igoal a cero. 

Conoranio. Si una forma cuadrática (z, z) es estrictamente de signo 
constante, entonces el determinante de Gram es igual a cero cuando, 
y sólo cuando, el sistema de vectores es linealmente dependiente. 

conoLamo. Si una forma bilineal (z, z) es simétrica y la forma 
cuadrática (z, 2) es estrictamente de signo constante, entonces para cua- 
lesquiera dos vectores z, y se verifica la desigualdad de Cauchy— Bunia- 
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kovski 
IS (98.5) 


con la particularidad de que la igualdad se alcanza cuando, y silo 
cuando, los vectores z, y son linealmente dependientes, 

'A condiciones de esta afirmación el determinante de Gram para 
los vectores linealmente independientes z, y será positivo, de con- 
formidad con el criterio de Syivester o corolario del mismo, o igual 
cero, para los vectores linealmente dependientes, de acuerdo con 
l Tema 98.2. En ambos casos la desigualdad (98.5) tiene lugar. Si, 
Sn cambio, en (98.5) se alcanza una igualdad, los vectores z, y s0- 
Tán linealmente dependientes, en concordancia con el corolario 
anterior, puesto que será mulo su determinanto de Graz 

'Consideraremos algunas propiedades del determinante de Gram 
que son sencillas, pero bastante importantes, Estas propiedades no 
Sólo generan numerosos corolarios, sino m frecuentemente 
Aicibuirles una clara interpretación geométric 
prormoaD 1. El determinante de Gram no 


a, al cambiar de 


lugar cualesqlero des vectores en el sistema Za 
En efecto, sí an el sistema zy, Zar +, Em Cambiamos de Jugar 
guolesquiera dos vectores z, y 27. en el determinante de Gram cam- 


iarán de lugar entre si la -sima y la /-ésima columnas, como tam- 
bién la Céxima y la j-ésima filas. Además, 
cambiarà de signo dos veces y, como resultado, q 
promena 2. El determinante de Gram no vería cuando a un vector 
cualquiera del sistema 2y, Zy. - - «1 En 3e le adiciona cualquier combi- 
nación lineal de los demós vectores. 
Evidentemente, es ficient considerar un caso en que varía el 
vector 2,, puesto que todos los casos restantes se reducen, toni 


presente la propledad 1, a este primer caso. Supongamos que al voc- 
for z, so le agrega ol vector asz, +.. + Au: Supongamos 
adombs, quo la forma bilineal (z, y) es ordinaria, Es fácil comprobar, 


ue ol nuevo determinante de Gram se obtiene del inicial, sumando. 
Ala primera fila la fila tiplicada por ay, ele. hasta la 
última fila multiplicada por 2», y a lo primera columna Ja columna 
segunda multiplicada por ap, otc., hasta la última columna multi- 
Plicada por am. Como resultado de tal procedimiento, según se ss 

Sl determinante no varía. Si la forma bilineal (z. y) es hermitian 
las columnas se multiplican por An - ++ Am- 

ROPIEDAD $ SI un ector del sema 2 290» zo e mul 
ca rel número, entonces el determinants de Gram queda mul 
ado por a, siempre que la forma bilineal (z, y) sea ordinaria, y por 
La, st la forma (2, y) sea 

Esta voz también resulta suficiente considerar el caso de varis 
ción del vector zy- Pero la multiplicación del vector z, por el número. 
a conduce a la multiplicación de la primera fila y la primera colum- 
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na del determinante de Gram por el número a sólo en el caso en que 
Ìn forma bilineal (z, y) ses ordinaria. En cambio, si Ja forma (2, Y) 
es hermitiana, entonces la primera fila del determinante do Gram 
icada por el número œ, mientras que la primera co- 


PROPIEDAD 4. Si cada uno de los vectores Zy, Za, + + tn e prose 
nal a ls toledo e la derocha) respct de od ls vectores que le anie, 
ceden, entonces para el determinante de Gram se verifica 


Gas a 


ada es. 080) 


triangular derecha (izquierda). Pero 
triangular es igual al producto de los el 
so infiero (08.6). 

Son de mayor interés las propiedades 
manto de Gram en aquellos casos cuando la forma bilinoal (z. y) 
Intruen como simdisiea nal o Sikirica herm ida 
Positiva. Desde lugo, ostos casos significan m 

inoal métrico A, es, de hecho, euclidi 
iatemento: lato 

En un espacio euclideo y unitario la matriz de Gram será, para 
cunlquier sistema básico, una matriz definida positiva de forma cui 
drática (z, 2). De acuerdo con el criterio de Sylvester, todos, los 
menores principales de la matriz de Gram serán positivos, Puesto 
que todo sistema de vectores linealmente independiente puede sor 
construido de modo que se obtenga una baso, de aquí se deduco que 
sorá válido el 

1wa ma, En un espacio euclideo y unitario el determinante de 
Gram para cualquier sistema linealmente independiente de vectores es 
positivo. 

En un espacio euclideo el determinante de Gram tiene una inter- 
pretación geométrica muy simple. De esto nos dice el 

TrORENA 2 En un espacio euclideo el determinante de Gram 
G ltz» Zas - a Zm) del sistema de vectores z1, Zu, - --.. Zn es Igual 
al cuadrado del volumen V* (z1, zy... Zn) de dicho Sistema de 
vectores. 

pexosmucion, Examinemos una función real G" (z, . . y Zm) 
de m argumentos vectoriales xi, Za.  - -» Zm. La función satisfar 
lus propiedades A, B de (68.5), conformo a las propiedades 2, 3 del 
determinante de Gram, En un espacio euclideo cada vector de cual- 
quier sistema ortonormalizado de vectores es ortogonal a todos los 


la matriz y del døtermi- 
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vectores antocodontes del sistema. Por asto, en concordancia con 
(98.6), la función G * (zy ', Zm) satistaco también la condi- 
ción Č de (36.3). Pero ahora del teorema 36.1 se desprendo que esta 
Tunción coincido con el volumen del sistema de vectores. 

coroLamio. Para todo sistema de vectores zy, Zas -Zm de un 
espacio euclideo se verifican las desigualdades 


OLG (En za +e «si, Gozh 


con la particularidad de que la igualdad a la isquierda se alcanza cuan- 
de, y s8lo cuando, el sistema de vectores es linealmente dependent, 
mientras que la igualdad a la derecha, cuando, y sólo cuando, bien el 
nstema de vectores es ortogonal bien contiene el vector nulo, 

La validoz do osta afirmación proviene del primer corolario del 
jad del volumen dol sistema do voctores 
a a de ro S de 
úslstema de vectores Zy, Zn- -s Zm 

un espacio euclideo se verifica la desigualdad 


Cll cos Zp Eb =+ Fa) X 
Glu -o 20:GlEió ++ Zm) 


con la particularidad de que la igualdad tiene lugar cuando, y sólo 
cuando, o bien lor conjuntos de vectores zy, - y Zi Y Zipi 0:03 Em 


ERA 
Son ortogonales o bien uno de los conjuntos citados representa un sistema 
linealmente dependiente. 

La domostración se basa on ua análisis muy sencillo de la fór- 
mula (35.4). Recordomos sólo lo siguiente. Si 2, & Ly, donde La, Ly 
Son unos subespacios cualesquiera, entonces | ort 1,2 |< | ort 1,2 
para todo ha z. Con ello, la igualdad tiene lugar sólo en ol caso 
cuando 21 Ly 


Ejercicios. 
robles de a isquds de lus dscomposco: 
sl ol vector z no pertensco a la 


¿Cómo so representa. de Eran 08.9), el 
o q de Sa artagoaales dos 
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aiima, 
aA En 
ta ek eari 


7. Sen G una matriz de Gram para cierta base en un espacio bilinen) mótri- 
o Ep, regular Dermltano, us para el operador U con le mata 
530" en la mier base se verifica la Igualdad 
Wn, Um te, 2) 
cualesquiera que seun Jos vectores x € K.. 
E Dem "Eoaiguit opdtador low A que actón en ol espacio 
netas o unitario Ay la correlación y 


Eae iga al prodoci de Jos cuadrados 
siem 


Demvuéstras que [oralmente todopendient de vector 
lado le un apatio cine € sirio y todo victor = se venia Ta 


Todo subespacio lineal £ de Ka 
puedo considerarse como espacio bilineal métrico respecto del mismo 
producto escalar que se ha introducido en K,.Èn el caso general, 
de la regularidad de X, no proviene la regularidad de L, y vicovorsa, 

rmonaóa ma. Para que en el espacio Kn sean regulares todos sus 
“ubespacios, es necesario y suficiente que la forma. (æ, 2) no 
tenga vectores tsbtropos. 

DEMOSTRACION. NECESIDAD Supongamos que en M, todos los 

acios son regulares. Entonces, serán regulares también todos 
los subespacios unidimensionales. Pero las matrices de Gram para 
los vectores no nulos z coinciden con el producto escalar (z, 2), el 
cual debo ser distinto de cero, puesto que los subespacios unidimen- 
sionales son regulares. 

SUrIcIRNGIA. Supongamos que (z, z) 0 para todo z yt 0, Con- 
sidoremos un subespacio cualquiera L y une base en él 24, zp, ~ 
+s sa Zm Do conformidad con el teorema 98.1, el doterminanto do 
Gram para esto sistema es distinto de cero, es decir, el subespacio L 
es regular. 

Coñoxano. Para que en un espacio Blin! méricoK sean regula- 
Tes todos sus subespacios, es necesario y suficiente que todos sus subespa- 
cios unidimensionales sean regulares. 

conotamio. En cualquier espacio bilinea! métrico ordinario complejo 
existen subespacios degenerados unidimensionales. 
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Para demostrar esta afirmación es suficiente recordar que en un 
espacio bilineal métrico ordinario complejo toda forma cuadrática 
tiene vectores isótropos. 

Cuando una forma cuadrática tiene vectores isótropos, en el espa- 
cio bilineal métrico existirán tanto subespacios degenerados como 
ogolares. Si la forma bilineal (z, y) es de rango r, está claro que no 

juodo haber subespacios rogulares cuya dimensión sea superior a 7- 

o, los subespacios regulares de dimensión r existen, Como ejemplo 
podemos indicar el subespacio tendido sobre aquellos vectores de la 
base canónica, para los cuales la matriz de Gram coincide con la 
matriz Af de (023). 

Diromos que el conjunto de vectores F de un espacio bilineal 
métrico K, es ortogonal a la derecha, a la izquierda o simplomonte 
ortogonal al conjunto de vectores G de K, si para cada par de vocto- 
osx, y. donde z € F, y EG, so cumplo una relación análoga do orto- 
gonalidad. Está claro que la totalidad de todos los vectores del os; 
cio Ku. ortogonales a la derecha (a la izquierda) respocto de cada 
uno de los vectores del conjunto F, es un subespacio. Se denomina 
complemento ortogonal a la derecha (a la izpuierda) del conjunto F y 
so designa con P: (ÈP). 

En los espacios euclideo y unitario los subespacios ¿K, y K¿ coin- 
cidon y so componen sólo de un vector nulo. En los espacios bili- 
oalos métricos estos subespacios pueden ser diferentes y no os obli- 
gatorio que so compongan sólo de un vector nulo. Los subospacios 
XK, y Ki so denominan subespacios nulos on K, Izquierdo y doro- 
cho, respectivamente. 

Cabo notar que para todo conjunto de vectores F son siempro justas 
las inclusiones K4 < Fè, ¿Ka = iF, y para cualesquiera vectores 
de EK o K las maizices do Gram reli mulas, o o 

monema ma ensiones de los subespacios nulos isquierdo y 
dereco cuncidan y som iguales at defecto dele forma blas! (, Y, 

penosmaciox, Elijamos en K, una base zy, Zo + +3 Zn: Tomo- 
mos un vector arbitrario z de K4 y representámoslo on forma de una 
descomposición según la baso, por analogía con (98.1). La condición 
de pertenencia del vector z al subespacio K4 es equivalente a las 
condiciones de ortogonalidad a la derecha del vector z respecto de 
cada uno de los vectores do la baso. Pero ostas condiciones conducon 
a la resolución del sistema homogéneo del tipo (98.2) con ol fín de 
hallar los cocticientes de la descomposición, So sabe (véase $ 48) 
que el conjunto de soluciones de dicho sistema es un subconjunto 
cuya dimensión es igual al defecto de la matriz de Gram o, que es lo 
mismo, al defecto de la forma bilineal (z, y). La demostración para 
el subespacio nulo izquierdo se realiza de manera análoga. 

'conotamo. Para que el espacio K, sea regular, es necesario y sufi- 
glente que os subespacio derecho e quedo s compongan sôlo del 
vector nulo. 
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En los espacios euclideo y unitario todo subespacio es ortogonal 
a su complemento ortogonal y determina la descomposición de todo 
el espacio no sólo en una recta, sino incluso en la suma ortogonal de 
'subespacios. En los espacios bilineales métricos no siempre 
tionon lugar los hechos análogos. 

"TsomrmA w3. Sea L un subespacio en Ku. Para que ezistan las 
descomposiclones 


K,=L}l*=L}+L, (99.4) 


es necesario y suficiente que el espacio L sea regular. 

DEMOSTRACION. NECESIDAD. Supongamos que las descomposiciones 
(99.1) tienen lugar. Consideraremos L como un espacio bilina) mé- 
trico con al mismo producto escalar que figuraba en Ks. La interseo- 
ción LNL: es el subespacio nulo derecho en L. Puesto que las 
Sumas (09,1) son directas, esto subespacio sólo contieno el vector 
hulo. De acuerdo con el corolario del teorema 99.2, esto significa 
que ol subespacio L es regular. 

'sunicimxcta. Si el subaspacio L es regular, entonces la interso= 
ción LALE contendrá sólo el vector nulo y resta por señalar que 
odo vector z € K, puedo ser representado en la forma z = u -+ v, 
donde u € L, v€ Le. Elijamos en L una baso 24, Zas. Sus Para 
que exista la descomposición buscada z= u +0, os necesario 
Suficiente que en L so encuontre tal vector u que z — u sea ortogonal 
a ln derecha respecto de los vectores Za, Zp, > ; «+ Zm: Esta vez Wm- 

jomos un sistema de ecuaciones icas linenlos con la 

le la descompasi- 

ción del vector u según los vectores zı, zp, » + », Zw; Lo matriz cita- 
dí ss regular y el sintoma tiene polución, del lector nit. 

Deado luego, todo lo que hemos dicho respecto al subespacio Lè es 
válido por completo para el sul iL. 

conoLamo. St un subespacio L tiene dimensión m, entonces 
la dimensión de los subespacios Li y +L es igual a n—m. 

Con miras a demostrar esta afirmación resulta suficiente hacer 
uso de la igualdad (19.1) y recordar que a dimensión de los suospa- 
cios LN Li y LN LL es igual a cero. 

'comoLario. Si un subespacio regular L tiene dimensión mázima, 
entonces LA = Ki, tL = ¿Ka 

En efecto, ses + el rango de la forma bilineal (z, y). Como ya se 
ha observado, al subespacio L será de dimensión r, mientras quo los 
subespacios Aà y +K tendrán la dimensión n—r. Pero los subespacios 
Ki y ¿K, tionen también esta misma dimensión n — r, y, además 
K} S Li 1K, = iL. Por eso, Ki = Li, iK, m 1L. 

Én cuanto 4 las descomposiciones del tipo (39.1) en sumas orto- 
gonales, cabe notar que del teorema 99.3 proviene el 
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conoLamo. Sea L un subespacio regular de dimensión máxima. Las 
descomposiciones (99.1) serán ortogonales cuando, y sólo cuando, los 
sul nulos izquierdo y derecho coinciden. 

Efectivamente, si las descomposiciones (99.1) son ortogonales, 
entonces L esor a L no sólo a la derecha sino también a la 
izquierda, es decir, L: = 1L. Por analogía, tenemos 2L © Li. Por 
consiguiente, L+ = L. El hecho de que L es de dimensión máxima 
significa que X4 = Kn. En cambio. si los subespacios nulos coin- 
quí so infiere que Li = 1L, es decir, los subespacios L: y 
ortogonales a £ tanto a la derecha como a la isquierda y las 
descomposiciones (98.5) som ortogons 

“Ahora podomos dar la respuesta a la pregunta sobre la relación 
existente ontro la descomposición (98.1) y la solución del sistema 
(68.2), Supongamos que los vectores z,- ., Zn forman la baso de 
un subespacio regular L. Do acuerdo con el teorema 99,3, tienen lugar 
las descoroposiciones directas (99.1). Por ello, todo vector z dol csp 
cio bilineal métrico K, puedo ser representado de manera Única en 
la forma z = u + v, donde u € L, v € +L. Recordemos que el vector 
u so llama proyección del vector z sobre el subespacio L paralela- 
mente al subespacio ¿L. Si resolvemos el sistema de ecuaciones algo- 
braicas línoales (98.2) y componemos el vector 


u= y H aty + Hamm (99.2) 
)recisamente este vector será la sión de z sobre el subespacio L 
Paralelamente al aubuspaio 12, Elocivamonte, el vector u porie- 
nece a L, mientras que la diferencia z — u, de conformidad con 
(08.2), os pal a la izquierda respecto de los vectores z, ... 
Fw. Por lo tanto, x— u pertenece a iL. Está claro quo para 
pioyociar ol vector z sobro el subespacio L paralelamente a Lè, os 
necesario resolver ol siguiente sistema 
a (zn 2) +0 (2 B) ++ Han (2 20) = (2 2) 
(zn z) +m (io 2) +- Han (2a a) mlan) (99,9) 
a (Em 21) + 0 (2m Ta) +++ + Am (Em Tn) = (Em 2) 
y después calcular la proyección buscada según (99.2). En el caso 
de un espacio bilineal métrico hermitiano los coeficientes ay on 
(02.2) se sustituyen por ay- 
Ejercicios. 
É Fubeopacion regulares de dimensión máximo. 
E Dc a para Lodo onfants L onen ga las clanes 
Leà th Leth 
¿en qué conos so alcanzan las igoaldndos on ostas fórmulas? 
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p Dennise que si L e a a 
oa de Dopustno que si L 0 un mbespacio regular de dimensión máxima 


due ana = E 


Demuéstrese que si un producto escalar está dado mediante una forma 
ag simio o aatioimbtrica, estonces para cualquier coajamo Y +e veri- 
qué mado onda ligadas angre a desempesicón (984) yla 


qua iaa ona a de Ora dl ema a Sa 
6. ¿Puede existir on un espacio regular una base compuesta por los vectores 


E 


$ 100. Ortogonalidad en los bases 


En Jos espacios bilínealos métri- 

Cos las bugs no son de igual paridad, Entro tales ospacios hay algu- 
jara los cuales los sistemas (98.2) se resuelven y se utilizan con 

"uns facilidad singular. Por ejemplo, en el caso en que 

sidorablo de la de Gram se compone de 

Sogún el tipo quo tengan las matrices do Gram, consideraremos varie 

clases do bases en los espacios Bilineales métricos. 

Tas motrices más sencillas son diagonales. Las matrices diagona- 
Jou de Gram aparecen cuando, y sólo cuando, las bases se componen 
de vectores ortogonales dos a dos. Tales bases se denominarán orto- 
ne Un sistema de vectores que forman una base ortogonal on 


jue la parte con- 
elementos nulos, 


markia a soes GAA sepia a sipulia Atindión, 
Una base es, en > > .» en sæ llama ortogonal, si cada uno de sus 
vectores es ortogonal a todos los vectores antecedentes. 
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La matriz de Gram para los vectores que satisfacen esta definición 
es diagonal, por lo cual ambas definiciones son equivalentes. General- 
mente, on la baso pueden haber tanto vectores no isótropos, como 
isótropos. Los vectores de una base ortogonal siempre puedea con- 
mutarse de modo tal que los vectores no isótropos vayan primeros 
y, Jos isótopos sean últimos. La forma diagonal do la matriz de 
iram en esto caso queda, naturalmente, inalterabl 
No todo espacio bilinsal métrico o espacio bilineal métrico her- 
mitiano tiono las bases ortogonales. Si existe aunque sea una sola 
base ortogonal, esto as testimonio de que la matriz de la forma bili- 
neal (z, y) es diagonal en la base dada, Por consiguiente, la matriz 
de la forma bilineal (z, y) en cualquier otra baso debo ser congruente 
de la diagonal. Por supuesto, la afirmación inversa es también cierta. 
Por esto 
Para que en un espacio bilineal métrico o en un espacio bilineal 
métrico hermitlano eztsta una base ortogonal, es necesario y suficiente 
Que la matiz de la forma bilineal (z. y) sen congruente de la matris 
:gonal. En este caso el conjunto de todas las bases ortogonales coincide, 
salvo la permutación de los vectores, con el conjunto de las bases canónt- 


bilinoal (e, y) que tiono la parte roal o imaginaria de signo constante 
do la forma cuadrática (z, 2). 

Indiquemos ahora mismo una distinción de principio que existo 
entro los espacios bilineales métricos con bases ortogonales, ordina- 
rios y hermitianos. En un espacio bilineal métrico ordinario K, 
la presencia de una baso ortogonal lleva tras de sí la simetria del 
producto escalar (z, y) y esto Slimo asegura, a su voz, Ia existencia 

lo una baso ortogonal en cualquier subespacio de Ka. En un espacio 
ilinoal métrico hermitiano, del hecho de que en el mismo existo una 
aso ortogonal automáticamente no se desprende, en el caso general, 
la existencia do una base ortogonal en cualquiera de sus subespacios. 
No obstante, sí el producto escalar está dado mediante una forma 
insal simétrica hermitiana o antisimétrica hermitiana, este coro- 
lario sigue siendo válido, 

Consideraremos una base l cualquiera ey, en, <- y €a 
dol espacio bilineal métrico K.. Én esta base hay tantos veciores 
isótropos y tantos no isótropos cuales son el defecto y el rango, res- 
pectivamento, del espacio Xa. Tomando en consideración la ley de 
inercia de las formas cuadráticas, concluimos que si Ja forma bilineal 
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€, y) es simétrica real o simétrica hermitiana, entonces toda base 
oriogonal tendrá el mismo número do vectores con valores positivos 
y negativos de las magnitudes (er, e). Estos números son invariantes 
para todas las bases ortogonales en Ka. Con arreglo a esto, hable 
mos del índice positivo y negativo, como también de la signaturs 
los espacios con la forma simétrica (z, y). En el caso de los espacios 
bilineales métricos con la forma asimétrica (z, y), se tratarán sólo 
el rango y ol defecto de los espacios, 

Si sl espacio Ka es regular, cada baso ortogonal ej, n, +. + €n 
está privada do estores isórogo, Ba esto caso para todo vočtor 
ZEN, es válida la descomposición 


Edo (100.4) 
fed 


Efoctivamente, al multiplicar sucesiva y escalarmonte la igualdad 


zm me, + sta ho H afa 00:9) 
a la derecha por los vectores e, fy, fa, Obtendremos 
e. 
A 


para todo j. Los voctoros de la base ortogonal on un espació regular 
adoa noralearós abtaniéndoso la Duo orionermalizada, Para 
la baso ortonormalizada ĉi, €, »» , € se cumplen las correlaciones 
Ve 00 z i cualquiera, qu 

in los espacios degenerados 
habrá necesariamente vectoros isótropos. 
sontación (100.1) para la descomposición (100.2) de 1 
espacio ya no será válida. No obstante, on estos espacios también 
las basos ortogonales resultan ser bastante útiles. Como ejeroplo de 
su empleo probemos que os lícito el 

"TEOREMA 1001. Si en un espacio provisto de un producto escalar 
exe una bane ortogonal. lot subespaelas nulo derecho e tsqulerdo coin- 
eiden. 

Demosmnaciox. Supongamos que en ol espacio K, do rango r 
existe una base octogonal £,, es,  - , €s. Convongaraos en considerar 
que los vectores ey, »- ; €, son no isótopos, miontras QUO eray! + > 
37, e, son isóteopos. Tomemos arbitrariamente un voctor 2 € Ka 
y descompongámoslo do acuerdo con (100.2). Haciendo uso de la 
topresentación (100.2) y tomando en consideración la ortogonalidad 
de la base e isotropia de los vectores ĉea, - - -, da, 0s fácil establecor 
que (e, e) = (en 2) =0 para r<] & n. Por consiguiento, los 
Vectores eran, » >=: en figuran simultáneamente tanto on el subes- 
pacio nulo derecho como en el nulo izquierdo. Pero los vectores 
£an -.» €a Son linealmente independientes, como vectores de la 
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base, y su número equivale a la dimensión de los subespacios nulos, 
por lo cual ambos subespacios nulos coinciden. 

conoLanio. Si en un espacio bilineal métrico el producto escalar 
viene dado por una forma bilineal simétrica o simétrica hermitiana, los 
subespacios nulos derecho e izquierdo coinciden. 

conoranso. En toda base ortogonal los vectores isétropos, y sólo ellos, 
forman una base del subespacio nulo comin. 

GonoLamo. Sí en un espacio provisto de un producto escalar existe 
una base ortogonal, el espacio puede ser descompuesto en una suma 
ortegnal de cualquier subespacio regular de dimensión máxima y un 
subespacio nulo. 

El último corolario significa, de hecho, que el estudio de cuales- 
um espacios degenerados con bases ortogonales so reduce al estu- 

io por seperado de los subespacios regulares con bases ortogonales 

do los subespacios, donde el producto escalar es igus . 

El conocer la base ortogonal en un espacio permi 
la baso ortogonal en el subespacio regular de dimensión máxima 
sino tambión obtener la descomposición explícita de la proyección 
ortogonal de cualquier vector sobre dicho subespacio según la baso 
1 de éste. En efecto, soa €, s, 


y, además, 

K, =L9l. 
Todo vector z de K, puede ser representado univocamente 
forma do la suma z = u + v, donde u € L, v € Li, Aquí, u so llama 
yección ortogonal izquierda del vector z sobre ol subespacio L, 
miso qt» porendinis toman o dlaha ebrpana, Es: 
mos para x la descomposición (100.2) según la base € €n,- e 
al rap neg le atrial, MELO 
Joa primeros F sumamdos oa 1102) forman el vector y los lios 
la igualdad (100.2) 

llegamos a 


PSA 


una manera más simple 


Lo único que no se puede hacer ahora es hallar la descomposición 
del vector v según los vectores ersa, - - ., €n, haciendo uso del producto. 
escalar, pese a que la propia descomposición existe. 


E 100. ORTOGONALIDAD EN LAS BASES. EN 


Como ya se ha dicho, las bases ortogonales existen no en todo 
espacio bilineal métrico o espacio bilineal métrico hermitíano. Esta 
circunstancia nos obliga a buscar otras clases de las bases que soan 
más cómodas desdo el punto de vista del producto escalar prefijado 
en ol espacio. La solución so dicta por la expresión canónica para la 
matriz do la forma bilineal. 

Lo base ep, s, - - -, € 50 denomina seudooriogonal, sí cada uno do 
sus vectores as ortogonal a la izquierda respecto de todos los vectores 
antecedentes y cada uno de sus vectores isótropos es ortogonal a la 
izquierda respecto do todos los vectores de la baso, Un sístoma do 
vectores que forman la base seudoortogonal on su cápsula lineal se 
Mamará seudoortogonal. 

Hemos de notar que en la definición dada la ortogonalidad de 
los vectores a la izquiorda respecto do todos los anteriores pusc 
sustituirse por la ortogonalídad de los vectores 
de tados Jos vectores postarioros. Esto dteaina las mismas con- 

ciones. 

La matriz de Gram para los vectores de una baso seudoortogonal 
os trapezoidal dorocha. Si los vectores do la baso so pormutan de modo 
tal que los vectores no isótropos vayan primeros y los isótropos sean 
últimos, entonces la matriz de Gram no sólo queda trapezoidal 
derecha, sino adquioro, además, la expresión canónica (92.5). Las 
invostigacionos realizadas anteriormente, reforontes a la reducción 
do la matriz de una forma bilinoal a la expresión canónica, nos pro- 
porcionan la respuesta completa a la pregunta sobre las condiciones 
de existoacia de una base seudoortogonal. 

La base seudoortogonal eztste en cualquier espacio bilineal métrico 
hermitlano, como también en todo espacio bilineal métrico ordinario, 
a excepción de los espacios con la forma bilineal antisimétrica (2, y). 
El conjunto de todas las bases seudoortogonales coincide, salvo la permu- 
tación de los vectores, con el conjunto de las bases canónicas de la forma 


bilinen! Ce W), 

Toda base ortogonal os seudoortogonal. En un espacio bilinenl 
métrico ordinario no pueden existir a la vez una base ortogonal y una 
Seudoortogonal que no sea ortogonal. Esto se debe a quo la existencia 
de aunque soa una sola baso ortogonal lleva trás do sí la simetri 
todas las matricos de Gram. La matriz trapezoidal de 
ser simétrica sólo en ol caso, sí es diagonal. En un espa 
métrico hermitiano pueden existir simultáneamente una base orto- 
gona) y una seudoortogonal que no sea ortogonal. Esto significa que 
la matriz comploja trapezoidal derecha puede ser-congruente según 
Hermite de la matriz diagonal, lo que se confirma también por el 
ejemplo (92.8). 

Si el espacio K, es regular, toda base seudoortogonal no tiene 
vectores isótropos, puesto que la matriz trapezoidal derecha puede 
ser regular sólo ea el caso cuando respresenta en sí una matriz trian- 
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gular derecha con elementos diagonales no nulos, En un espacio 
regular para los coeficientes ay de la descomposición (100.2) del vector 
según los vectores de la base Seudoortogonal €, €z, - - en obtenemos 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con una matriz trio 
gular izquierda, En efecto, multiplicando sucesivamente la igualdad 
(400.2) a la derecha por €, êz. - - €n, encontramos que 

aslen e) = (z, e) 


alen 6) + alen 6 =e 03 


y (ets €n) ta (ns €n) + +-+ Hn lens 69) ou, en) 


De aquí determinamos sucesivamente a, as, .  -, ap. Por supuesto 
en el espacio regular se puede normalizar los. vectores de la base 
úseudoortogonal y de este modo obtener la base seudoortonormalizada, 
para la cual | (ey. e) | = 4, cualquiera que sea f. 

Cabe notar que el proceso de resolución del sistema (100.3) da 
mucho más que simplemente la descomposición del vector z según 
la baso seudoortonoémalizada e, ep, - - -, en Podemos calcular de 
paso, sin esfuerzos adicionales, todos los vectores 


m = t, + ad + anene 
Los vectores uy forman una sucesión de proyecciones de un mismo 


vector z sobre los subespacios encajados uno dentro del otro 
Lele. los 
donde La es la cápsula lineal de los vectores ep, es,» ., €n, Sí con- 


sidoramos un como “aproximación” a la solución z. la ortogonalid 
a la izquierda del “error” vh = z — za respecto del subespacio 
significa on roalidad la ortogonalidad de va a la izquierda respecto de 

"a. Todas estas cuestiones las tocaremos de nuevo más 


io K, es degenerado, entonces, en el caso general, la 
vna Bso seudoortogoa] no sirve de garantía para que 
coinciden los subespacios nulos derecho e izquierdo y, por tanto, no 
so puedo esperar que el espacio se descomponga en la suma ortogonal 
de sus subespacios. Pero el saber la base seudoortogonal permite cons- 
Pes ¡8 Mesa la dotan del pci a a AS 

Supongamos que en el espacio K, de rango r existe una base seudo- 
ortogonal ey, ey. . - -, €n: Convengamos en considerar que los vectores 
ny «> n € son no isótropos, mientras que €rèn, - - «En son Vectores 
isótropos. En la base soudoortogonal los vectores isótropos son orto- 
gonales a la izquierda respecto a todos los vectores de la baso y, 
consecuentemente, ortogonales a la izquierda a todos los veetores del 
espacio K. Pero esto significa que los vectores isótropos de la base 
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seudoortogonal forman una base del subespacio nulo izquierdo +X. 
Designemos con Z la cápsula lineal de los vectores é, . - +, €. De 
acuerdo con el corolario segundo del teorema 99.3, 


K =L+ LL A 


con la particularidad de que para ambos subespacios Z y +Æ, las 
basos son conocidas. Para el subespacio Z la base €. -., €y Será 
seudoortogona!, 

"Así pues, el estudio de todos los espacios degenerados con una 
base seudoortogona! se reduce al estudio conjunto de los subespacios 
regulares con una base séudoortogonal y los subespacios, dondo el 
producto escalar es igual a cero. 

Todo vector de K puede ser representado de modo único en forma 
do la suma z= u + v, dondo u EL, v € tKa. SÍ para el vector z 
escribimos la descomposición (100.2), con miras a determinar los 
coeficientes ay, obtendremos otra vez el sistema del tipo (400.3), 
poro ya no con una matriz triangular izquierda regular, sino con una 
matriz trapezoidal izquierda. Ño obstante, haciendo uso de est 

wedon determinar Jos primeros coeficientes y, - - -+ y 
que 
um mt + ata th H Ayen 


os decir, la proyección del vector z sobro el subespacio Z se halla 
Por completo, s sólo se sabe Ia baso seudoortogonol en L. Nuevamen- 
tev = z — u, y tampoco podemos hallar la descomposición del vector 
0 seg, los vostre cy >< dns rcurndo al producto estalar, 
'baso sendoortogonal es un tipo bastante general de base, 
puesto que existe casi en todos los espacios. Como ya sabemos, no 
existe sólo en los espacios bilineales métricos ordinarios con la forma 
antisimélrica (z, y). Para éstos últimos espacios el tipo más cómodo 
de la base as evidente y es, por supuesto, la baso canónica de la matriz 
de Gram. Hablando en general, se puede introducir un tipo de la hase 
que cubra todos los tipos de base considerados ariba y que exista 
en cualquier espacio dotado de un producto escalar. Sin embargo, 
introducción ofrece pocos hechos nuevos y Por ahora no nos 
ictendremos en este problema. 
“Además de una base con tales o cuales relaciones de ortogonalidad 
entro sus vectores, nos encontraremos a veces con los pares de bases 


se lama base dual lsguierda (derecha) para 
e ed e fo O) para t y en 
iguala cualquier valor de 1. 

7, se Mama seudodual tzguierda (derecha) 
so Si Yin €) = O (en, 1) = 0) para todo 


n y 
ei) len 
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15 temida ig) = len 1) = 1) y paa todo ando Vi 0) = 

Es fc ve que lo matriz de la forma bilinoal (z, y) on un par 
do bases duales es diagonal y en un par de bases seudoduales, trape- 
vidal derecha (izquierda). Las cuestiones de existencia y construcción 
do las bases duales y soudoduales están estrechamente relacionadas 

transformaciones equivalentes (91.4) de la matriz de la formi 

ilinsal (z, y), como también con la descomposición de dicha matriz 

factores. Rocurriremos a la investigación detallada de las basos 
do tal tipo sólo cuando sea necesario. Aquí nos límitaremos sólo 
a una breve exposición de las cuestiones citada 

TEOMEXA 1912 En todo espacio regular cada base tiene las bases 


regular Kn y soa Ga Y) en dicha 
pogui G o) 


(91.4), ol problema de búsqueda de la base dual izquierda 


A BSa mas maihi aiiai Baine 
a Ds gut Paion 
Sn Q eaten 


e 
una matriz do la transformación de coordenadas al 
pasar do Ja base € 4, » « «a a unn base dual. Puestó que ol espacio 
s rogular, la matriz G, también será regular y existo la única solu- 
ON 

'conoramo. Èn todo espacio regular cualquier base tiene las bases 
duales izquierda y derecha, 

Efoctivamonto, cada baso dual izquiorda (dorecha) es a la voz 


matriz do 


$ 101... Operadores y formas bilineales 


rolacionadas çon la presencia en el espacio de un producto escalar, 

Uno de los objetos más importantes es el operador conjugado. En 
Jos espacios euclidoo y unitario el operador conjugado so introduci 
mediante un producto escalar, mas en la investigación de sus pro- 
piodados so usaba ampliamente sl bacho do eristancin 

una baso ortonormalizada. Ahora no podem 
puos on un eapacio bilineni métrico guneral puode no 
guna baso ortogonal. Nuestras in lones se realizarán en un 
espacio bilineal métrico hermitiano. Los cambios para ol espacio 
bilinoa? métrico ordinario son muy simples. 

Un operador A* (*A) que actúa en el espacio bilinoal métrico 
hermitiano Kn se llama conjugado derecho (isquierdo) para el operador 
A que actúa on Kn, si para cualesquiera vectores z, y € K no verifica 
la Sgualdad 

Unean (e A= CA) 014) 


Tomemos una baso arbitraria €, en K, y sta G la ma- 
triz de Gram para dicha base. Designemos con A, la matriz del opora- 
dor A on la baso es, es, . - ., e, y mediante A y “A, las matrices do 
los operadores AS y 24, siempre que existan. 

tomma wt. Para todo operador lineal A que actúa en un espacio 
Vilineal métrico hermitiano regular existen los únicos operadores con- 
Jugados A* y *A, con la particularidad de que 


(401.2) 


newosraaciox. Si el operador A” existe, entonces, con arreglo a 
la fórmula (101.1) y teniendo en cuenta las anotaciones matriciales 
del tipo (61.2), (24.7). resulta 


(Az, D) = (A: Cd zi (AG, 
(a, Aarbeie rC A 
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Los segundos miembros de estas correlaciones deben coincidir para 


todos los vectores z, Ve, por lo cual A/G, =G,A3, de donde so 
desprende la primera igualdad de (101.2). Por analogia, 


(2, Ay) = 246, (Age = 2 (CaA) Vo 
(Az, = CAN CJ CAG) Ve 


Y. por eso, G/Á, = *4,G, y obtenemos la segunda igualdad (101.2). 
os (101.2) significan que si los operadores conjugados 
existen, son únicos. Ahora convengamos en considerar estas igualda- 
des como forma para definir los operadores conjugados derecho © 
izquierdo. Es fácil comprobar inmediatamente que los operadores 
cirios de tal modo sn elos y sttcn a correlaciones 
A1). 
conoramo. St una forma bilineal hermitiana (x, y) es simétrica o 
antisiméirica, los operadores conjugados derecho e izquierdo coinciden. 
En efecto, on ostos casos las igualdades G, = +0, so verifican, 
, é»- En concordancia con 


= Am 
Los operadores conjugados están ligados con el operador A por 
unas correlaciones determinadas. Demos a conocer algunas de ellas, 
por ejemplo, para el operador conjugado derecho: 
(44B) At Be, 
(aAJr=zA", (ABBA, (A'Y "= 1A)" (101.3) 
Para el operador conjugado izquierdo las correlaciones son análogas. 
Todas las correlaciones se dentvestran siguiendo el mismo esquema, 
smpleándose las representaciones (101.2) para los matrices de los 
operadores conjugados. Por esto muestro intento es sólo demostrar 
Ja validez de la última propiedad. Se tiene 


y 5 (Ay (yt 07 AY Ta 


Comparando las fórmulas (75.4), (101.3) se puede advertir la 
Ausencia on (4013 del análogo de la primera correspondencia (75-4). 
Ahora dicha correspondencia tiene la forma: 


Cap =a =A. (101.4) 
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Con el objeto de demostrar que es verídico, recurrimos otra vez a 
los representaciones (101.2) y obtenemos 


E FAY E E (GPAC E, 


"GAL "Gi An 
es decir, las correlaciones (101.4) son realmente justas. 

TEOREMA 1012 Si en un espacio bilineal métrico hermitiano regu- 
lar el operador A tiene en cierta base la matriz J, entonces en la base 


dual derecha (izquierda) el operador A* (*4) cuenta con la matriz J*. 
DemosTnacion. St 


J en Ja base ey, 6 
+ s» fa. Designemos 


Gan Ga Po Po, G= PG y ma P, 
y luego, al tomar en consideración (63.7), (101.2), obtenemos 
A} =i Tl, = Gi (PTY 00 TEE mb 


En cambio, si el operador A tiene la matriz J en la base fi, fa, + +, fn, 
licha base, la baso ey, eg, . - ., €n sorá dunl izquierda 
s 


Abra 6:" PAPY G= 67" 0; 
El teorema demostrado es de la misma significación al investigar 


los operadores conjugados en espacios bilineales métricos hermitianos 
que el teorema 75.2 en los espacios unitarios. En particul 


teorema se infiere que los operadores conjugados derecho e izquierdo 
A* y *A poseen los mismos valores propios complejos conjugados 
respecto de los valores propios del operador A, y que los operadores 
conjugados derecho e izquierdo A* 


y *A son de estructura simple, 
misma estructura el operador A. etc. 
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rogular ol subespacio +K, sólo se compone del vector nulo y, por 


so, Az 
'enmana ts. En un espacio biltneal métrico hermitiano regular 
Kn cualquier forma bilineal hermisana y (e, y) puedo ser representado. 
de un modo inico como la expresión 
APS 
donde A, B son ciertos operadores lineales que actdan en Kn. 
"ruosmnacios. Elijamos en el espacio Kn u 
y oa Gy a matriz de Gram en dicha baso y Ò, 
q (= 1). Tenemos 


ea 06 Cie 
(67 "OY Oe = 26.07 OF, = 26, (Cr Ou 
Ahora las matrices A, B, de los operadores buscados se determi 
mediante las igualdades 
A aos) 


A= GO Be 
La unicidad do los operadores A, B s ha demostrado antes. 

Un operador conjugado so defino en términos del producto escalar, 
Por esto, si en un espacio lineal so introducen productos escalares 
diferentes, entonces un mismo operador lineal tendrá diferentes 
operadores conjugados. Supongamos que en un espacio lineal, junto 
con el producto oscalar prefijado por la forma bilineal (z, y), se intro- 
ducan, además, unos productos escalares prefijados mediante Jus 
formas (Mz, y), (z, My). Indiquemos con M, al poner este Índico 
abajo a la izquierda (a la dorecha), los opecadoros conjugados 
taa al prodasto opalar a a neraderreglar M 

Trona 1014. Para cual y un operador regular 
tienen lugar las correlaciones 


mb? (MAMI, RA MICA)M, 

Au= MA'M, (MAM). 

Dumosraacion. Elijamos una baso cualquiera ey, es, . -en 

Jenn Ge y M as matrico do Ja loan bilinen] (e, y) y el aparador 
de 


(101.6) 


en esta baso, respectivamente. De acuerdo con (1 
do la forma bilineal (Mz, y) es igual a M'G,. Ahora, 
con (101.2) ancontramos 


MA (MGN EG = Mz” Gr 


=MI (CRG) Mem M7 (CA) Me 
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Las igualdades matriciales obtenidas demuestran la validez del 
primer grupo de igualdades operacionales (101.6). El segundo grupo 
so desprende evidentemente del primero, si se toman en consideración 
la igualdad (z, My) = (*Mz, y) y las correlaciones (101.2). 
1 un espacio bilinga] mékrico hormiiono se consideran diferen- 
tos tipos de los operadores. El operador A se llama jano o 
auteconjugado, si para cualesquiera z, y € Kn 
(Az, y) = (z, Ayh 
y antihermitiano o anticonjugado, si 
(Az, y) = — (z, Ay). 
De aquí provienen las igualdades respectivas 
AmA =A, A= At m eA. 
r A so denomina isométrico, si para cualesquiera z, y € Kn 


(Az, Ay) = (e, y). 
Esto nos conduce a los igualdades 
SAA = AA. 

En un espacio bilineal métrico ordinario los análogos do los 
operadores hermitiano y antihermítiano se llaman simétrico y antisi- 
métrico, respectivamente. En lo que sigue nos encontraremos más de 
una vez con los operadores que se definen medianto la igualdad 

A m aE + BA (101.7) 


para ciertos números a, B. 
No todas las propiedades de los operadores del tipo especial, nt 
mucho menos, se pueden transferir de un espacio unitario a un espacio 
bilineal métrico hermitiano, aunque tienen algo en común. Aquí 
pasamos por alto las investigaciones de todas estas cuestiones. 


Ejercicios. 
tos ¿e ¿De qué mado má ligados ntre ai on polinomios caractoristicor 

Supongamos quo al subespacio Z es invariante respecto del operador A. 
Derio que ai tbtaaco Le (LL) es Ivar raspelo dd operador 


e Domutstrese so verter propio del operador A, correspondiente 
al valor propio à, es ortogonal a Ja izquierda (a la derecha) a todo vector propio 


del opordor A* (A) que eorrespomde al valor proplo p g È- 
P Demuinirea qas zolo, seal aal dido A, correspon- 


Elo 
sa ties 


3 vector radical Ai operador A, 
iento al valor propi As œ artesa] a la inguierda (a la Gerecha) a odo vector 
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6, Demufstress que los módulos de ls valores propios de un operador iso- 
rat a n en 


As Es 

as AREAS 

A an i i 
a ET Da a 


roig, pelas anita A 
AE pe E a p e D 


$102. Isomorfismo bilineal métrico 


AL investigar los espacios ouclí- 
deos y unitarios homos demostrado que existe, salvo un isomorfismo, 
un solo ospacio de cada dimensión n. Para los ospacios bilinoales 
má cosas resultan ser más complejas. 

Introdurcamos el concepto de isomorfismo. Diremos quo los 
espacios ordinarios o bilineales métricos hermitianos sobre un 
mismo campo numérico son isomorfos, si son isomorfos como espacios 
lineales, con la particularidad de que los productos escalares de los 
pares do vectores correspondientes son iguales entre sf. 

Do osta definición se deduce que en los espacios isomorfos las 
matricos de Gram de los sistemas de vectores correspondientes coin- 
ciden. La afirmación recíproca es también justa. Si en los espacios 
ilinealos métricos sobre un campo numérico común existon bases 
con matricos de Gram coincidentes, estos espacios son isomorfos. 
Elhctivamonto, al establecer la correspondencia entro las bases con 
matricos iguales de Gram, aseguramos la coincidencia de los pro- 
Als oalars par enla pares d setos do Ias banas y, 
consocuentemente, para es pares de vectores. 

"teomexa was. Los espacios bilineales métricos ordinarios (hermi- 
tianosos) sobre un mismo campo numérico son isomorfos, si y sólo si, los 
matrices de Gram de las bases arbitrarias de estos espacios son congruentes 
(congruentes según Hermite). 

Desosmnaciox. xacesmaD. Las matrices de Gram de todas las 
bases do un mismo espacio son congruentes, y coinciden en las basas 
correspondientes de unos espacios diferentes. Por sor transitiva la 
relacion de congruencia, las matrices de Gram para las bases arbitra- 
rías de los espacios isomortos serán congruentes. 

uricrencia. Sí las matrices de Gram para las bases arbitrarias de 
los espacios bilinoales métricos son congruentes, existen en diferen- 
las espacios unas bases, donde las matrices de Gram coinciden. Mas, 
en este caso los espacios son isomorfos. 


Y 102 1SOMOMPISMO BULIXEAL. warnico EN 


El teorema demostrado dice que el problema de clasificación de 
los espacios bilineales métricos es equivalente al problema de clasi- 
ficación de las formas bilineales, salvo la congruencia. Examinaremos 
algunas clases de los espacios bilineales métricos. 

Un espacio bilineal métrico real K, se llama seudocuclidiano, si 
sl prodosio escalar vion dado por waa foma bilineni slmétic 
regular. 

Para una baso arbitraria de un espacio seudoeuclidiano la matri 
do Gram es real simétrica y, como ya sabemos, congruente de la 
matriz diagonal con los elementos +1. Esto significa que en todo 
espacio soudoouclidiano existe una base en la que el producto escalar 
(æ. v) de los vectores z, y, cuyas coordenadas son E, + ++ Èn Y May + + + 
= + -+ Mas Se da mediante la fórmula 


NA = + + + = Bathe 


Los espacios seudoeuclidianos se determian, salvo un isomorfismo, 
por sus dos caracteristicas: la dimensión y la signatura, los Índices 
positivo y negativo, ote. Entro los espacios soudoeuclidianos os de 
mayor interés para la física un espacio cuadridimensional de índice 
tivo Igual a uno, Este es el así llamado espacio de Minkowski. 
opresnta on si un espacio de sucesos de la teoria especial do la 
rolativida 
Un espacio bilineal métrico real K, se denomina símplicial, si 
el producto escalar viene dado por una orma bilineal antisimótrica 


regular. 

Ca matriz do Gram para cualquier espacio simplicia es antisi- 
métrica y, debido a esta circunstancia, es congruente de la matriz 
celular diagonal con cólulas del tipo (_9), Por esta razón la 
dimensión de un espacio simplicial es siempre par y oxisto, salvo 
Uun isomortisno, un solo espacio simplicia] de dimensión par profijada 
En tal espacio existo una baso en la que el producto escalar de los 
vectores z, y con las coordenadas Es,» -+ En Y Ms «<= Ma 08 do la 
orma 


(= im — Eo +- e Bao — Bath-t: 


Un espacio bilineal métrico complejo K, se llama euclidiano 
complejo, si el producto escalar viene dado por una forma bilinen) 
simétrica regular. 


'nsión. En todo espacio 
euclidíano complejo existe una base en el producto escalar de 


los vectores z, y es de la forma 
le. y) Ema + Ea ++ + Ena 
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Un espacio bilineal métrico hermitiano complejo se denomina seudo- 
unitario, si el producto escalar viene dado por una forma bilineal 
simétrica hermitiana regular. 

La matriz de Gram para todo espacio seudounitario es hermitian 
Es congruente según Hermite do la matriz diagonal real con los ele- 
montos +1. Por esta razón, existe siempre una base en la que el 
producto escalar de los vectores z, y tiene por expresión 


(e mtt o + Eme ieie — ++ — Eno 
donde Fu + «+» Èn Y Mo «<=» Ma Son las coordenadas de los vectores 
z, y. Esta vez también, un espacio seudounítario se determina uní- 
Vocamente, salvo vn isomorfismo, medianto dos caracteristicas 
suyas: la dimensión y la signatura, los Índices positivo y negativo, 


Es e 
> Tsomertos uaa licuar y uma 
proyección pao € aña cule y una pro 


CAPITULO 13 FORMAS BILINEALES 
EN LOS PROCESOS 
DE CÁLCULO. 


$ 103... Procesos de ortogonelización 


mayor parte de nuestros razonamientos ha sido asociada hasta ahora 
cop la demostración de la existencia de tales sistemas y no con los 
procesos do su construcción. Cierta excepción representa solamente 
sl método general de lo transformación de matrices de las formas 
Pilineales a la forma canónica y la construcción de las bases canénicas 
vinculada con la transformación citada. En vista de que los sistemas 
ortogonales, seudoortogonales y otros análogos son muy esenciales 
en Ja construcción de los más diversos algoritmos do cálculo, exami- 
nemos ahora un proceso genera] que tiene por objeto le constrocción 
do somojantes sistemes on un espacio bilineal métrico. 
Supongamos que en un espacio línea! complejo K, viene dado, 
con ayuda de una forma bilineal bermitiana regular, el producto 
escalar (z, y). Consíderaremos una base e, es, - - -» é, Y trataremos de 
construir otra base fis fs, - ; -, fa que posea las siguientes propiodados: 
4) las cápsulas lineales La de los vectores es, €n, ++ en Y fis far +» + 
-y fa coinciden para todo k> 1, 
3) la base fa, - - -» fa es soudoortogonal. Supongamos que (a, e) 
sf O y hagamos j; = €,. Sea ya construido el sistema de los vectores 
soudoortogonales /;, - - -» Jas Con la particularidad de que las cápso- 
Jus lineales de estos veciores y de los vectores €, ... e Colnoiden 
y Us 1) + O para 1 < i< k. Buscaremos el vecie i 


fiiha tAn 
È 
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donde aaan, ><» 2.14, son unos coeficientes desconocidos. Las 
condiciones de ortogonalidad del vector /aw, a la izquierda respecto 
los vectores, ofrecen, para determinar ay, 2 430 >> > da asar 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales 

VO] 


Celta lt en (fas 1D 


Stene fd. 
lesin hh 


aant Hasa Uno h) 


+ E 


(eat Jo 
(103.2) 


La matriz de esto sistema os triangular izquierda. Por hipótesis, sus 

elementos die se difieren de coro, debido a lo que el sistoma 
1% tiono ja nica solución. Batá lar que ol vector Ja costal 
de tal modo, junto con los vectores 

soudoortogonal y su cápsula lineal coincido con la de los voctores 

1: => ehan: BL sistema de vectores fs, -- - fas, 08 linoalmmonto 

Enano, puesto que linealmente independiente es el sistema. 


h UN 

imos adelante el proceso. Si resulta que las mu 
Un ld son distintas de cero para 4 cualquiera, entonces 
obionido de vectores fy, <- «Ja será precisamente la bayo seudoorio” 
mal buscada. Desde Juego, podemos ahora normalizar los vectores 

f Da ao obleas una baso ortonormalizad 
Do la fórmula (103.1) se desprende un corola 
Escribamos la igualdad (103.4) bajo la forma 


a 
tinm (— X ianh) +f 


El voctor entro paréntesis. pertenece a 
nece a ¿La por construcción. por lo cual 
mas (103.2) nos de, on roalidad, la descomposición de cada vector 
tası on una proyección y la perpendicular izquierda rospecto del 
subespacio La. 

El proceso descrito se simplifica de modo considerable, si el 
producto escalar viene dado por una forma bilineal simétrica hermi- 
tiana, En tal sao Ias condicione (/, f,) = O para / < £ Iovan con- 

cumplimiento de las condiciones (s, f) = Ò para j % i. 
Por ollo, ol sistema (103.2) so convierte en un sistema con una matriz 
diagonal y se tiene 


para todo t. La base construida fa, fe, 


fa será no sólo seudoorto- 
gonal, sino también ortogonal. 
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La única causa por la cual puede obstacularizarse la construcción 
de la base seudoortogonal fa, - - -, fa, a partir de la baso £j,- - -, eny 
consiste en la anulación de uno de los productos escalares (fe, fi), 
i< n. Tal situación se Il ja. La situación degenerado 
no viene a ciencia cierta, si la forma cuadrática (z, z) no tiene vectores 
isótropos, por ejemplo, si esta última es estrictamente de signo cons- 
tante. Efectivamente, on este caso la igualdad (fı, fi) = 0 es posible 
sólo cuando fa = 0. Mas, f 32 O para í cualquiera, puesto qu 
Vectores js»  -, fı son linealmente independientes. Por consiguio 
gora el pros ss realizable, cualquiera ue ponla loción de la 


E 


saie 
Existen muchos problomas es los cuales no hace falta conservar 
los lazos de la nueva base fa,» -, fa con la baso inicial ey, ~ 
puesto que se necesita sólo construir en el espacio una baso soudo- 
cada vez que aparezca la igualdad (fn, f1) = 


Juesto que el vector fy os ortogonal a la izquierda 
vectoros Ej » > »» Era, esto significa que el subespacio tL., está 
Compuesto sólo por los vectores isótropos y el vector nulo. Mas, el 
subespacio Lı., os regalar, por lo cual Ly- <= ¿£,. La úl 
igualdad no puede toner Jugar para £ — 1 < m, puesto que, por sor 
fn regular, ol subespacio +K, sólo consta del vector nulo. 
AL proceder del mismo modo, podemos construir también una 
hase que sea soudodual para la dada. Supongamos otra vez que 
.v e, os la baso dada y es necesario construir una baso que 
Sta soudodual para la base dada, por ejemplo, la izquierda. Tomemos 
una base más: g, Qe Sen (Qu €) 4 0 y pongamos f = qu 
Admitamos que ya se ha construido un sistema de vectores h, +  .. fr 
tales que su cápsula lineal coincido con la cápsula lineal de los 
vectores qu - . » qa Y se cumplen las condiciones (ty, e) s O para 
ASES Uh e= 0 para J <i Bases ol vector aya 
en torma 


8 
E 


traga X Ba ante (103.3) 
donde Brasa « - -» Paay som unos coeficientes desconocidos. 
condición de ortogonalidad del vector fa»: a la izquierda respecto do 


los vectores €,» - -, e, nos ofrece de nuevo, para determinar $a. 441; -+ 
2. Ba. nor, un sistema de ecuaciones algebraicas lineales provisto 
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de una matriz triangular izquierda: 
Baline) 
Baca 2) +a ln 6) = 


Band X 


O] 
(ones a 


e- a (aura Je): 
(403.4) 


Do acuerdo con lo suposición respecto a los elementos diagonales, 

ol sistema tiene la solución única. Si, al continuar ol proceso, resulta. 
que las magnitudes (tu, e) son distintas de cero para £ cualquiera, 
sistema obtenido de vectores será, siendo normalizado 

to 1a bass smdadua pera gfe = i zeda; Cobo nolar 


A I 


simi. Gi amplena 7 
itar la degeneración del proceso, 
do uno de los vectores y, y repi- 


sustituyendo en 
bion 


tiendo los cálculos del vector 
los vectores fns > s» dao 

Todos los procesos descritos y los procesos análogos so llamarán, 
con mayor frecuencia indopendientemente do su contenido concreto, 
procesos de ortogonalización. No obstante, a veces nos veromos obliga- 
don a construir, en un mismo espacio bilineal mário Ke; unas suce: 
siones de vectores, ortogonales o seudoortogonalos con relación a lag 
diferentes formas bilineales. So considerarán sólo Jas formas de) tipo 
E a), dondo R as un operador lineal on K,- Para poder distinguir 
liferentos sucesiones una do la otra, 


En el caso dado tampoco ce 


les de los procesos de ortogo- 
establecerse considerando sus notaciones matri- 

)gamos que un producto oscalar on X, viene dado por la 
forma biline Aj hermitiane r y). La seudoortogonalidad de 10 bo beso 
¡) = 0 para f < 1, es docir, la matriz 
(e, y) en la base fos fe á 
gular derecha. Conforme Lapen appt w de 
, las cápsulas lineales de los vectores fı, e 
coincidan. Por consiguiente, al tomar en "consideración cda 4), con- 
cluimos que 


(403.5) 


Can rfi ahi aleta 


donda ayy son proeisimanto equis coaticiemtos que 6 cálculo 
pariende do los sistemas (103.9). Por eo, la matris A dela trana- 


a 102. PROCESOS na ORTOGONALIZACION: EJ 
formación de coordenadas al pasar de le nueve base fi, fas > - -+ fn 
3 en èn „n ĉn 68 triangular derecha cuyos elementos diagonales 
Son iguales a la unidad. Dado que la matriz de la transformación 
do coordonadas al pasar de la base antigua a lo nueva coiocido 
con A“, se tiene 


G= AGA. 
Do aquí proviene la igualdad 
G.=4'6/h (108.6) 
Es fácil comprobar que la matriz G;Ä es trieoguler derecha y sus 
elementos diagonales coinciden con los elementos diagonales do lo 
matriz Gp. 
Desigumos con Es (F,) vea matriz cuyas columnas están rep. 


sentadas por las coor “de los vectores y, +» €n Ús » > 01 fa) 

en la baso ga, > - «1 gu- Las correlaciones (103.5) muestran que 
(409.7) 
(103.8) 


sición (103.7) en factores do la matriz do las coordenadas. 
RonestA 1634. Para que el proceso (103.1), (103.2) de construcción 
de la base seudoortogonal fa, fa, - +, fy partiendo de la base ty, en,» . > 
+ + 1 En sea realizable en un espacio bilineal métrico regular Ky, es nece- 


sario y suficiente que la matriz de Gram del sistema e, êy, - -, €n tenga 
menores principales no nulos. 
DEMOSTRACION. NEGESIDAD. Supongamos que el proceso es reali- 


zablo, es decir, tiene lugar la corrolación (103.6). La matriz Gy es 
regular, puesto que representa la matriz de Gram do la forma bilincal 
rular (z, y) para Ja baso. Por esta razón todos sus elementos diago- 
cero. Aplicando la fórmula de Binet-Cauchy, 

obtenemos que para todo r 


surcrescra. Supongamos que los menores principales de 
de Gram G, son distintos do cero. Por lo tanto, en concordancia con 
(93.4), existe una descomposición G, = L.D,Ú., donde 
matriz triangular izquierda con olomentos diagonales unidad, De es 
una matriz diagonal con elementos no nulos, U, es una matriz 
triangular derecha con elementos diagonales unidad. Es fácil ver 
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que la matriz 
G/=0;"G07'=D7"LD, 


entos diagonales de la matriz De 
matriz A tomamos la matriz triangular derecha Ü, con ele 
dingonálos unidad, entonces para la Dase /ı, Jas » - -. Ja 30 cumplirán 
los correlaciones (103.5). Precisamente esta Base será construida 
conforme al proceso (103.1), (103.2), de lo que es fácil convencerse 
por comprobación Inmediata. 

Si el producto escalar está dado por une forma bilinen) ermi- 
tiana simétrica, la matriz G, será hormitians, como lo será también 
la matriz Gy, Paro de aquí se deduce que la matriz Gy será diagonal. 
Esto hecho ya se ha notado. Comparando (93.5), (103.6), concluimos 
que ol proceso de ortogonalización en el caso dado coincido completa- 
mento con el de la obtención de la descomposición (98.5), 

Si el espacio Ku es unitario, el proceso de ortogonalización deter- 
mina no sólo la descomposición de la matriz de Gram on factores 
triangulares, sino también la descomposición de la matriz de las 
coordenadas en un producto de los factores unitario y triangular 
deruho. En sto, slijamos una base oronormaltad q. da 
+ indiquemos con D una matriz diagonal formada de las longitudes 
de las columnas de la matriz Py de (103.7). Ahora tenemos £y = 
= (FaD3') (DA). La matriz Dia es triangular derecha, Poro" las 
matrices G y 6, (D31) son malricas unidad. Segón (105.8), en el 
coso, dado (FD (PDF) = E, es decir, la maria PD os 
unitaria. 

El hocho de que la baso ty, 
la de 


+, es seudodual izquierda para 
-s e, testimonia que para la forma bilinea) (r, y), 
i producto escalar en An, se cumplen las condiciones 

Ly (tn, ey) = 1 para cualquier /. En otras pala- 


jue 
è de 
con elemontos diagonal 
ga 

A das 


Gu = QC 


y lu 
Cur = 06 
El proceso de construcción de la base, seudodual respecto a la 
dada, resulta también estrechamente ligado con la descomposición 
(034) de una matriz en factores triangulares. 
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ronema maa Para que sea realizable el proceso de construcción 
(403.3), (103.4) de la base t ta, ==, la, izquierda seudodual para 
sg Parr de aba. 'es necesario y suficiente 
matris qu dela forma bilineal (2 y) tenga en las bases Qu Qa, -- 
da Y n, 68, «en los menores principales no nulas. 
demostración de este teorema se omite aquí, puesto que es 
casi la repetición textual de la demostración del teorema anterior. 
Subrayemos, como conclusión, que los procesos considerados de 
ortogonalización se extienden completamente al caso de los espacios 
Þilineales métricos ordinarios. Cambian sólo algunos dotalles rela- 
cionados con la conjugación compleja. Además, en el caso dado 
resulta más difícil eliminar situaciones degenerados. 


i 
qp da igualdad a 
5 lon secos e + 
baso ortonormalluada de un espacio euclideo o unitario forman Ona matri 
triangular. ¿Cómo varia la matriz de las coordenadas después de realizar el 
proceso "de “ortogonalización? 
¿Se podrá construir una base dual con ayuda de un proceso de ortogonali- 


jet lo oriogomalización para obtener una 
¡e deb aplicas el proceso de ortogoraiación para obtenor 


T. ¿Cómo 
baso sondadual 


Vi. ¿Se simpllicará le construcción de los sistemas seudoortogonales de 


score em un opaco degenerado, ni la forma cuadrtica (z, 2) 6 de gu 


$ 104. Ortogonalización 
de una sucesión de poteneias 

En los procesos de ortogonaliza- 
ción Ja matriz de la transformación de coordenadas, al pasar de vna 
base antigua a una nueva, es siempre triengular. Sin embargo, si la 
base inicial se elige de un modo especial, para la matriz de la trans- 
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Tormación de coordenadas pueden obtenerse unas representaciones 
mucho más simples y, consecuentemente, serán mås sencillos 30n 
los procesos de ortogonalización 

Supongamos que en un espacio bilineal métrico Ka, hermitiano 
regular, se ha dado un operador A. Tomemos un vector no nulo 2 y 
consideremos la sucesión de vectores 

2, Az, At Ad (104.4) 
Tales sucesiones se llamarán sucesiones de potencias generadas por ol 
vector z. 

En toda sucesión de potencias cierto número de los primeros 
vectores es linealmente independiente. Supongamos que k os el 
mayor de estos números. Esto significa que existen tales números 
ap, a, > >» Mas Siendo y 4 D, que 

a+ mAr +. H Ae m O. 
Designemos con p (4) = a +- . + ah + ap ol pol 
rado k. Por lo visto, la igualdad (104.2) es equivalente a 
94) =0. 

Existen muchos polinomios, para los cuales se verifican las corre- 
nciones del tipo (104.3). A tales polinomios pertenecen, por ejompl 
al polinomio caratterístico del operador A. Pero entro ellos existe, a 
<ioncia cierta, un polinomio de grado inferior. Se denomina polino- 
mio mínimo que anula ol vector z. Está claro que su grado es igual al 
número máximo de los primeros vectoros de la sucesión de potencias 
(104.1) que for Sistema linealmente independiente o, lo q 
és igual, os inferior en una unidad al número mínimo de los primeros 


nado con la descomposición del vector z según la base radical del 
operador A; las alturas de los vectores radicales y el número de los 
Valores propios distintos dos a dos. A saber, es varidico el 

Loma 104. El grado del polinomio mínimo que anula el vector z 
es igual a la suma de las alturas máximas de los vectores radicales del 
operador A que figuran en la descomposición del vetor x según la base 


radical y que a los valores propios distintos dos a dos. 
Demostaacios. Representamos el vector z en forma de la suma 
zam+um +... + iy (004.4) 


donde u, ..., ua pertenecen a los subespacios cíclicos diferentes del 
operador A. Puesto que los subespacios cíclicos diferentes no tienen 
vectores comunes, salvo el nulo, entonces para que so cumpla 

igualdad (104.3), es necesario y suficiente el cumplimiento de la 
igualdad q (4) nų = 0 para í cualquiera. Si uy es un vector radical 
do altura my y corresponde al valor propio y, entonces la igualdad 
9 (4) us =0 tendrá lugar cuando, y sólo cuando el polinomio 
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4 (2) se divido por @ — 2,7, donde r = m. En esto caso q (A) u; = 0 
Ro sólo cuando} == i, sino para todos los /, para los cuales los vectores 
uy corresponden a los valores propios, coincidentes con à, y tienen 
auras no superiores a 7. Sean Ay, ==» Mp UBOS valores propi 
distintos dos a dos que corresponden a los vectores up, - -., ug do 
(104.4) y sean ms.. . . ., mup, las alturas méximas de los vectores 
= -n la que corresponden a los valores propios y coinci- 
1I Atp. Entonces 
40)=0A 0 
será ol polinomio mínimo que anula el vector z. El lema queda do- 
mostrado. 
Supongamos que los vectores ey = Al-iz, pora 1 < 1 < k, son 
linealmente independientes. Apliquemos a aste sistema el proceso, 
teriormente, para obtener un sistema soudooriogonal 
vectores [n considerando, por supuesto, que el 


espacio unitario. 
l operador A satisface la correlación (101.7) 


DORRAIA 1 
y si los vectores x son linealmente independientes para 
15 t < k. mientras que los vectores fa, .  -. fa se han obtenido de los 


Vectores Ej, . .., ex con ayuda del proceso de seudeorlogonalización, 
entonces tienen lugar las siguientes correlaciones 


(104.5) 


donde 


1>1. 
demostración se realizará en un espacio bili- 
jal métrico hermitiano. Tomando en consideración la forma de los 
vectores er y rigiéndonos por las fórmulas (103.5), concluimos que 


A 


para ciertos números y,,. De aquí se desprende que ol vector 
Tess — Af pertenece a ls cápsula lineal de los vectores z, Ax, + + 


CAD 13. FORMAS BILINEALES EX LOS PROCESOS DE CALCULO — 402 


Al=1z 0, lo que es igual, de los vectores fy, fu + «+ fe. Por ello, 


proporcionan el siguiente sistema de ecuaciones 
para dotermivar los coeficientes EJ, 191 


nsan do 
Atta e Cn h) 


=l hi) 
(Af h) 


Brembo hadt 


= (Ah fica 
Buso (n IDH e Hton ses ion 1D + asea ld = Aa h). 
(104.7) 


la condició 
consideración la seudoortogonalidac 
el sistema de vectores fp, tenemos para 1 < í — 1 


(Alo D= (lo Ah) = Un (ERA H) EUn 108 Un A= 
a i 4 
Bo fim— Era Bn Jia — X Eri Uno 19) =0. 


Entre los segundos miembros del sistema (104.7) solamente los 
dos últimos son distintos de cero. Por consiguiente, sólo Ey, 1 
ii t41 Pueden ser distintos do cero, lo que demuestra la validez 
j> correlaciones (104.5). El valor del coeficiente ay se 
tiendo de las condiciones de ortogonalidad del vector, a la izquierda 
aspecto de /, mientras que los valores para los coeficientes a 
sa obtienen de la condición de ortogonalidad del vector fıs, a la 
Jaquierda respecto de fos fi: 

“Así pues, el proceso do ortogonalización para 
potencias resulta realmente mucho más simple que 
de forma general, Si en cierto paso resalta que (fe, 11) = 0, pero 
115% 0, entonces la degeneración del proceso puede ser evitada por 
elección adecuada del vector É 

Supongamos que en una Sucesión de potencias se tienen n vectores 
linealmento independientes. Aplicando el proceso de ortogonaliza- 
sión, s puede constralr una base Ja... - fa del espacio Xn. Esta 
Base posee la singularidad de que en ella la matriz Ay dol operador A 
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tieno forma tridiagonal 
fah Y 9 


(104.8) 


En efecto, como columnas de la matris del operador enn las coor- 
donadas de los vectores A/y, Af, fa respecto de la bas 
fn- Pero, de acuerdo 
Amado 
Aalto 


Ajs atra Fla atin 
Ala Baba t nfa 
Si on una sucesión de potencias faltan n vectores linealmente inde- 
pendientes, entonces, aplicando el proceso de ortogonalización, Nega- 
mos a que fsa, = 0 para cierto r < n. Tomemos un vector nuevo u 
y formemos el vector 


(404.8) 


omo 


determinando los coeficientes ny de las condiciones de ortogonalidad 
dol vector v a la izquierda respecto de los vectores fi, fa, 
Construyamos una sucesión de potencias da por el voct 


(Abro, 1) =(Ato, A*f)= (Ao, (aE +4) 1) = 
=E (Ao, 19 +B(4 o, Bishi Hahi + fia) 0. 


Aplicando el proceso de ortogonalización a la nueva 
trulremos un sistema de vectores linealmente 


fos Vectores Jr. Jo 
construcción de la 
el espacio. En este caso todo el espacio se dividi 


a 
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de los suhespacios invariantes, y la matriz del oporador A en dicha 


base será de Torma celular diagonal con células tridiagonales del 
tipo (104.8). 


Ejercicios. 
stcse que el polinomio susimo que anula el vector z es un divisor 


mn o cierto 
srese que el polinomio mimmo que anula el vector z os único, 
A ares que el polinomi que anula el vector 


"Y, Demister ue a el operador A es hermitiano y el espacio Ky, unitar 
meo» ls formadas (1408) adquieren Ta fora! 


amint 
in 


A 


4. Demmístrese que en las condiciones del ejercicio 3 existo tal mot 
drmgonal 7 que para la materin Ay de (LUCA la matris 7 24D serh real simétrica 


les e cvs e smc (101, ud 
cs rat 
na 

aT Demuéstese nue en las condiciones dol ejercicio 3 las matrices 
neg Vilimoales (Ax, p), (7. Ap) en la base fa, + . +», son bermitianas tridiago- 
MNE, Doniane quo s el espacio K, es degenerado, eutonces, con ayuda 
i ana TA A lead 
Aa 


105, Métodos de direcciones 
conjugadas 


La construcción de los sistemas 
de vectores ortogonales; seudoortogonales y otros, especialmente a la 
base del empleo de las sucesiones de potencias, ofrece grandes posi 
bilidades eu la elaboración de toda una serio de métodos numéricos 
para solucionar las ecuaciones del tipo 


Az=b, (405.4) 


donde A es un operador que actúa en el espacio lineal Xy, mientras 
que es un vector prefijado y z, el vector buscado. 

Ya nos Nemos referido reiteradamente a los diferentes aspectos de 
este problema. Ahora daremos a conocer un gran grupo de métodos 
numéricos para la resolución de la ecuación (105.1) a los que se ha 
aisibuido el nombre general de métodos de direcciones coupugadas. 
Todos ellos están basados en los procesos de ortogonalización de 
sucesiones de potencias. Con el fin de simplificar la exposición, supon- 
gamos que el operador A es regular y, por lo tanto, la ecuación 
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(105.4) tiene siempre la única solución. Con en considerar 
que el espacio Kn es complejo y el producto, en él viene dado 
mediante una forma bilineal hormitiana simétrica y definida positi 
es decir, Kn es un espacio unitario. 
Tomemos unos operadores regulares C, B cualesquiera y soa 
Au >>> Sa un sistema do vectores CAB-seudoortogonal, es dectr 
(CAB5 s) #0, (CAB n) =0, k<b 


para todort. Designemos con z, el vector inicial y sea 


zm +B Depp 
+03 apr 
2 =2+8 À esn (105.2) 
nm Az de 
Entonces, de las correlaciones 
a Za + aB (005.3) 
so infiere que 
Ti ™ Pi HAB (105.4) 


Es fácil mostrar que para el sistema CAB-soudoortogonal $,, - + + 
<< ón Moneo logar las igualdades Ae 


Cron) =0, — 1Sk EL (105.5) 


En electo, 
rin Ax bm Al 2) = 2,1480 
y, además, 


o 


Crn m=- $, caño 


para cualesquiera k Și 

'Consideraremos que el sistema de vectores s, . . -, s, se construyo 
paralelamente con el sistema ro, - - -,7a-1» Con ayuda del proceso de su 
CAB-seudoortogonalización. Hagamos s = re y para todo í tendremos 


smart E Bat (405.6) 


Las condiciones de CAB-ortogonalidad del vector sy a la izquierda 
rospecto de los vectores 5, - - «5, proporcionan, como siempre, un 
sistoma triangular izquierdo para determinar los coeficientes Pa,1+1- 
En este caso, ra es una combinación lineal de los vectores sy,» - 
<... Sata. Por consiguiente, el producto escalar (Cro, ra) es un 
combinación lineal de los números (Cry, 5). « - -. (Cry, 8149) y es igual 
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A cero, de conformidad con (105.5) para k < 1, es decir, 
(Cri, ra) = 0, kci (105,7) 
Esto significa que si (Cry, ri) + O para £ cualquiera, entonces la 
sucesión de vectores r; es C-seudoortogonal. En un espacio lineal 
dimensional un sistema C-seudoortogonal no puede contener más 
de n vectores no nulos. Por esta razón, en cierto paso del proceso de 
cálculo uno de los residuos se hará nulo y obtendremos la solución 
exacta de la ecuación (105.1). 
Para realizar el proceso, es menester determinar los coolicientes 
a de (105.2) y Ba ss, de (105.0). Los coeficientes a, se hallan siempro 
de un modo simple. Conforme a (105.4). (105.5), (105,7), tenemos 


(105.8) 


En el caso general, los coeficientes Pars, se calculan de una 
manera mucho más compleja. Sin embargo, si los operadores A, B, C 
están ligados entre sí por la correlación 


(CABC=)* = aE + BAB (105.9) 


ira ciertos números a, B, entonces entre todos los coeficientes 
),1+1 Sólo Bais, puede ser distinto de cero. Supongamos que 


ms =r + br (105.10) 
El coeficiente b, se determina univocamente do la condición do 


CAB-ortogonal! Sis, a la izquierda respecto del vector 
lo que nos da, al tomar en consideración (105.9), (105.10) 


dr a T N (005.41) 


la sucesión de los vectores sy sogún 
1), hemos mostrado 


(CABS 11, 81) =(CABr¡, £a) +D,(CABS,, 84) = 
=((CABC") Cris) = (Cr, (CABC n) = 
= (Cru (aE +PAB)51)=5 (Cry; sa) +F (Cru ABs) = 


S$ (Cru i Card) = Ë (cr (Cro rra) =0, 


Do este modo, si se cumple la correlación (105.9), la resolución 
de la ecuación operacional (105.1) puede realizarse a base de la 
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siguiente sugestión: 


IT Ed 
=at Bsp 


Aquí, za es un vector inicial arbitrario y los coeficientes ap, by so 
calculan de acuerdo con (105.8), (105.14). Al designar u, = Bs,, el 


(105.12) 


siendo paca esto caso 
Areso) — Bri wi) 
MC CARD" 
EIcabr w) (Cry du) 
bi = aua = Hab" 
Estos procesos Ievan el nombre de métodos de direcciones conjugadas. 
Do las fórmulas (105.4), (105.10) concluimos quo los voctores 
Fis Siy, Son combinaciones lineales de los vectores da una misma 
sucesión de potencias 
Fo ABr, + (ABY ro. (105.13) 
Más aún, se han obtenido de ésta con ayuda de C- y CA B-soudoortogo- 
nalización, respectivamente. De este hocbo so deducen unos coro- 
larios de importancia excluvisa. 


Si on la descomposición del vector ra según la baso canónica do 
Jordan del operador AB no todos los componentes están presentes, 


entonces la anulación del residuo sucederá antes que 11 3] n-ésimo 
paso. El proceso se termina con una rapidez singular, sl el operador 
y tiene un gran número de valores propios 


coincidentes. A saber, si en la descomposición del vector r según 
Jos valores propios de la matriz AB los componentes no nulos corres- 
Ponden a m valores propios distintos dos a dos, entonces Fa = 0. 
De acuerdo con el teorema 104.1, para los vectores sy, ry debon 
toner Jugar las correlaciones de tres términos del tipo (104.5). Pueden 
obtenerse éstas directamente de (105.4), (105.10). A saber, 


Same AD HUHI) Sbt E>, 
A a Aie n, a 


(405.44) 
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De aquí pueden obtenerse también otras correlaciones. Por ejemplo, 
Hisi = Za + Orn (Br, + 2 2 


donde w+, œ son unos números elegidos de modo adecuado. 

En relación con lo dicho respecto de la sucesión (105.13), fijemos 
muestra atención en la siguiente peculiaridad de la condición (105.9). 
À primera vista, se diferencia de las condiciones del tipo (101.7). 
Sin embargo, al iomar en consideración (101.6). resulta fácil mostrar 
que la condición (105.9) es, de hecho, también una condición del 
tipo (101.7) y, además, simultáneamente respecto a dos productos 
escalares (Cs. y y (És, y). En electo; obsorvemos que el operador 
conjugado en (105.9) está ligado con el producto escalar principal 
del espacio unitario, mientras que la ortogonalidad de los vectores 
Sy Ty se asegura respecto de los productos escalares (CABx, y) y 
(Čz, y), respectivamente. Por ello 


can (AB)? = (CAB-AB-(CABI)" = (CABC")? = aE + BAB, 
e (AB)? = (CABC-)* = aE + PAD. 


La renlización de los métodos de direcciones conjugadas puedo 
ser obstacularizada sólo por el hecho de que uno de Jos productos 
escalares, (CA Bes, 8) 0 (Crimi: Fim), So anule antos de que so reduzca 
a. cero el residuo. Si (CA Be, 4) = O, Jos coeficientes ay, by no pueden 
calcularse. En cambio, 3i (Cry. r-i) = 0, esto tendrá por resultado 
que el cosficionte a, será nulo, mientras que los residuos no nulos 
Fi- ri coincidirán y, como consecuencia, tendrá lugar ln igualdad 
(CABsier, 31.5) = Ô. Se puedo evitar esta situación mediante la 
leed dl nuera, eros Inicial ae, Si ot operadan CAR y C 
son definidos positivos, las degeneraciones citadas son imposibles y 
al proceso fluye sin complicacionas. Si el operador CAB os definido 
positivo, los métodos de direcciones conjugados adquieren adicional- 
mente unas nuevas propiedades interesantes 

Sobre el grado on quo al vector z se aproxima a ln solución de 
ecuación (105.1) podemos juzgar por la pequeñez del cuadrado de 

de la diferencia e = z — z. Con esto fín resulta cómodo 
utilizar las así llamadas funcionales generalizadas de errores del tipo 
(Re, e), donde R es cualquier operador definido positivo, por ejemplo, 
el operador 8-1*CA. El operador dado será definido positivo, puesto 
¿que está asociado al operador CAB mediante la relación B“"*CA = 
= Be (CAB) B~. Es válido el 

zonm 1051. Sí el operador CAB es definido positivo, entre todos 
los vectores del tipo z = za + Bs, donde s pertenece a la cápsula lineal 
de Los vectores sy, el vector x, de el mínimo de la funcional gene- 
ralizada de errores 


9 (2) = (B2*CAe, e) 


$ 108, METODOS DE DIRECCIONES CONICGADAS 209 


pemosrracion. Puesto que el operador CAB es definido positivo, 
el sistema de los vectores e, será CAB-ortogonai. Representamos el 
vector z en forma de una descomposición, por analogía con la des- 
composición (105.2) para el vector z: 
s=n.+B2 Mar 
E 
Tenemos 
(OCA) 


(rca a $ hn) BCÒ amm $ he) = 
m (CAB (È ap À ta, È om 3 imd- 


= Blesa s+ 3, lay (CAs sp. 


Do aquí concluimos que el mínimo de la funcional de arrores so alean- 
a para hy = ay, j & í, os decir, para 20 zy. 

La funcional do errores no puedo detorninarse en los cálculos 
prácticos, puesto que dependo do la solución x que se desconoce, No 
obstante, dicha funcional sólo so diferencia de otra funcional en un 
mando constant 

Y G) = (B=*C Az, 2) — 2Re (BCh, 2) 
que ya puedo calcularse, En efecto, 
DO (BICA (z — a), z — 3) = 
= (BUCAz, 3) — (B-°CAz, 1) — (MICA, r) 4 
+ (BACAn 3) m BACAR, 3) — (BCh, 3) — 
— (ETE + (80D, 2) = (3) + (BCh, 2). 


Domos a conocer, on fin, algunas clases de los operadores, para 
Jos cuales so cumplen las condiciones (105,9) 

1. Todos los operadores A, H, C som hermitianas, si 
La condición (105.0) so cumple para a =0, B = f: 


(Canc 


2. Los operadores CAB y C son hermitianos. La condición 
(405.9) se cumple para % = 0, B= 


(CARC=)* = CA (CAR)? =CACAB = 0-F + 1-AB. 


3, El operador € se conmuta con AB; el operador AB es normal 
y su espectro se halla en una línea recta. La última condición signi- 
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fica que AB = yE + ÔH para cierto operador hermitiano H. Ahora 
hallomos 

(CABC=Y"=(CCHABY = (ABY = (YE +81)" 


-irino Brt e+ oeren +g aE a, 
4, Representemos el operador A en la forma A = M+ N, donde 
M = M*, N =—N*. Si el operador Af es regular, hacemos B= 
=C = M>. La condición (105.9) se cumple cuando a = 2, ĝ = 


= (MA (M + NN) = (M — N) M 

= 2E (M 4 N) M> SE 1-AB. 

5. Si el operador N en la descomposición A = M + N es rogular, 

ana EEN a condición (105) e cumplo para a = 2, 
(CABO=)? = (N= (M + NJ)? — (M — N) N= = 

= 2E — (M + N) N = 2E — LAB, 


Ejercicios. 


izquierda en Jas bass. «° da Y on = +» Pacs ol operador C 


una mariz de la forma Dilineal (CABz, y) 
ČAB es bermitiano? 
Me fora. hilioeal (Cz, y) en: 


de ¿Cómo ar ii Y nos. 
ie 5, redes 
E Demtulsrese "que si Ía condición (105.9) o sutituy por otra: 
(CABC =a, + mAB + nna Hap AB, ps 
la corelación (105.10) tendrá. por expresión 
> 04 ba + bata E oe Dart 


6. Domisie que 
rata 
TO 
7. Demmistreso que si los operadores CAB y C son hermitianon, so verifica 
Conrà 
Demuéstrese que sí lás operadores a bormitie además, 
P CAB y C san parisians y. 
detialdos poros. atomens ay UL by = O para todo valor de € 


$ 106 VARIANTES PRINCIPALES “1 


y. ras q a und, ai i 
o mi 
10. ¿Cómo ha renli 


iria 
codos de direccions conjugadas en el caso 
cuando el operador A es degenerado? di 


$ 106, Variantes principales 


Consideraremos las variantes más 
conocidas de los métodos de direcciones conjugadas. En al aspecto 
teórico todas ellas se oncajan dentro del esquema descrito anterior- 
menta (105.19. Sin embargo, los culos prácticos so efectúan, a 
veces, a base de los algoritmos algo diferentes de ésto. 

"Método de gradientes conjujados. En este caso ol operador A 
as hermitiano y, adomás, deinido positivo; B = C = Æ: la condición 
(405.9) para a = 0, jebido a que los operadores 
CAH = A y € = E sen definidas positivog se garantiza la ausencia 
'noraciones en el proceso do cálculo. En cada otapa del método 
mimin le Inacio de errors provista de la mauis A- Él 
esquema de cálculo de esto método es como 


hero 


donde 


Al aplicar ol método de gradientes cli los vectores ry forman 
un sistema ortogonal y los vectores sy, un sistema A-ortogonal. 

Método de Iteraciones AA*-minimales. En este caso el operador 
A os regular arbitrario; B = A*, C = Es la condición (105.9) se 
cumplo para æ = 0, $ = 1. El hecho de que le 
= AA? y C == E son definidos positivos. 
degeneraciones on el proceso de cáleulo. En cada etapa del método 
so minimiza la funcional de errores con la matriz A, es decir, el 
cuadrado do la norma euclidiana del mismo error. El esquema do 
cálculo es como sigue 


masra 
Tiida 
amA Hoa, 


Haun 
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dondo 
a= a o at 
y o aai CO 
m keten te 

hm ika T Tian O. 
Al aplicar el método de iteaciones AA*-minimales los vectores 
Fa Y uuy forman sistemas ortogonales. 

Método de iteraelones 4°A-minimales. En osto caso el oprador 
A es regular arbitzario: B = 4%. C = ÀA"; a condición (109.0) 
se cumple para a = 0, B = 1. El hecho de que los operadores CAQ = 

(AA y C = AA son definidos positivos garantiza la ausencia 
de las dogonaraciones en el proceso de cálculo. En cada otapa del 
método se minimiza la funcional de errores provista de la matriz 
A*A, os decir, el cuadrado de la norma euclidiana del vector del 

o. El esquema de cálculo es como aiguo o 
im Año 
Sri tarun 
mAr tby 


Stat atn 


do donde 
(Atro, Atri 
betin na > O 


Al aplicar el método de ¡teraciones A*A-minimales los vectores 
A*r, y Au, forman sistemas ortogonales. 

Método de descomposición hermitiana completa. En osto c 
el operador A es regular arbitrario. Representémoslo en forma de 
una suma A = M + N, donde M = M*, N = —N*. En ol caso 
on que M o N sea regular, ponemos B = C= M-10 B = C = N“, 
respectivamente, La condición (105.9) se cumple paraa = 2, B = —1. 
Si ol operador M (o iN) es de signo constante, el proceso se roaliza 
sin degeneraciones. Sen, por ejemplo, M>0 y B= C =M" 
El oporador C será definido positivo, por lo tanto (Cz, 3) = 

2, 2) > 0, para cualquier vector z no nulo. Consideremos 
l operador CAB = M= + MNM“. Para cualquier 2% 0 
tenemos 


(CAB: 3) = (M~s, 2) + (MAN Mz, 3) y 0, 


4 ioe VARIANTES PRINCIPALES as 


Muere 
Titit tAn 


dondo 


Si B = C = N-, el esquema do cálculo y las fórmulas para los coo- 
ficientes an, 5, quedan en vigor, a excepción de que M ṣe sustituye 
por N: 

Método de descomposición bermitiana incom; Logg menr En esto caso 
el operador A es hormitiano, definido positivo. ntémoslo en 
forma de una suma A = M + N, donde M = N = N*. Si 
M es regular, ponemos B = C = M~. La condición (105.9) se 
cumplo cuando a = O, P = 1, SE A oa un operados deinido positivos 
ol proceso se realiza sin degoneraciones. En cada stapa del método 
so minimiza la funcional de errores provista triz A. El esque- 
ma de cáleylo queda ol mismo que en ol cåso antecedente. 

Aceleración del proceso de cáleulo. Como ya se ha notado ante- 
tormento, loa métodos de direcciones conjugados permiten hallar 
ln solución con una rapidez singular, si el operador AB cuenta con 

ecos valoras propios dlatios dos u des Esla singularidad elevo de 

ase para ditiones procedimientos q 
la resolución de la ecuación (105. Y emph 
erpa jue el operador A y representarse en forma do 
=i la parto 
praa 
operador M on el prima 
(405.1) resolveromos l 


(EH NM) y m b, (106.1) 


dondo Mz = y. Si, on algún sentido razonable, el operador Af es 

próximo al operador A, entonces la mayoría de los valores propios 

del operador M y, por tanto, del operador NMA- során próximos a 

jales a cero. La aplicación de los métodos de direcciones 

a la ecuación (106.1) conduce, en el caso dado, a su 
rápida resolución. 

Ha de ser notado que precisamente cata ides es la base 

un método de descomposición hermitiana incompleta, 

muchos casos resulta más eficaz que el de gradientes en la varianto 
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clásica. Todo depende de cuán exitosa ha sido la descomposición 
dol operador A. 

No os nuestra intención detenernos detalladamente en los esque- 
mas de cálculo para los procesos de aceleración, pues dependen d 
uasiado del empleo de unas u otras peculiaridades del operador A. 


Ejerelelos. 


1. ¿En qué condiciones resalta conveniente aplicar vaa v otra variante 
dol mélodo “e direcciones co 

E ¿Qué número de Heraciones se deben cumplir, realizando diversas 
variación de los métodos de direcciones conjugadas para un operador A del 
Upo E $ A, donde A es de rango 7 

S Considerando ol operador A upa matriz, evalónse el número de of 
cionos aritméticas que so deben cumplir al resolver sistemas do Jas ecuaciones. 
leas lantos por los métodos ¡e direcciones copada. 

"La matele del operador 4 es hermitiana y so dileroncia do la matris 
detangulo por su nimero de elementos. ¿Cuél de las variantes de los 
cion de dic 


Topaas a más Sonvoteia para 3 plo sal 
a Sea Pa 0h, PO, 


jna sucesión de polinomios. Elijamos un vector 


a a e a pe 
sd 

A I 150 08) 
¡lps vastan les deonodions de la netos 0 4 ata Dejo 
Lct de gorda 0d sados 40. curado hera Sn inca ¿Sa acts 
B ci de plis 


Anini Sarlo bos de disecciones confuadas sl cul seg 1a blación 
inicial para fe direceooes Sonjugadas sl cual agur la oblane 
A us pot oan csaidad maar de Tmtcand 

"¿Cuáles do los astemno de vectores en cada una d0 las variantes concretas 
metodos de direcciones comugadas 200, salvo ana hermaliación, 


$ 107. Ecuaciones tonales 
y seudodaalidad 
Los métodos de direcciones con- 


Jugadas no son únicos ante aquellos que 3o omploan para la tosolu- 
iba da la ccución operacional 


42=b, (407.4) 


y están basados on la aplicación de las formas bilinedles. Enormes 
posibilidades pare crear estos métodos ofrece la construcción de los 
sistomas de vectores, duales o seudoduales respecto a cierta forma 
bilineal, vinculada con el operador A de la ecuación (107.1 

Volvamos a considerar que el operador A es regular y actúa en un 
espacio unitario K,. Examinemos una forma bilineal (Az, y) y supon- 
Ramos que para Ésta se han obtenido, de una u otra manera, los 
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sistemas de vectores u, Us - - -tis YD Ds 
duales, salvo una normalización, es decir, 
(Año op O, (Au m0, RS 07) 
para todo valor de ¿ < n. Probemos que el conocimiento de los siste- 
mas A-seudoduales de vectores permite construir un proceso de bús- 
queda de la solución de la ecuación pe ye 
Elijamos un vector arbitrario zy. Como los sistemas A-seudodua- 
les son linealmente independientes, existe la descomposición 


v, que son A-seudo- 


2=2+ Deu (107) 
poa 


si 
a 
n=n+ 2 amp 


entonces, por analogía con (105.3), (105.4), tenomos 


2 a Ha im ia A (07) 


Luego, 
risa b= At $ asun 


y, en plena concordancia con las segundas condiciones (107.2), en- 
contramos que 

(o n= — 2, Aun v) =0 
para todo valor de Æ< £ Así pues, 


in njeo (107.5) 
a kl. Esto nos permite determinar los coeficientes ay de 
FLOTA), a amber 


amt (407.6) 
Do acuerdo con la primera condición (107.2), sl danominador en al 
segundo miembro de (107.6) es distinto de cero. 

Do (107.5) so deduce que el vector re soré ortogonal al izquiorda 

y, por ser simétrico el producto escalar, 

los vectores linaalmonto independientes vi, Ve, 

Tn = O, mientras que z, es la solución de la ecuación (107.1). 

Los métodos descritos de resolución de la ecuación (107.1) llevan 

el nombre general de métodos de direcciones duales. El número de 
diferentes métodos es infinito en plono sentido de esta palabra 

puesto que oxito ua número infinito de distintos paros Á seudo" 

juales do los sistemas de vectores. Los métodos de direcciones con- 

jugadas, considerados anteriormente, forman parte de esto grupo. 
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En ol caso general, para los métodos de direcciones duales no 
existo ningún análogo del teorema 105.4, incluso cuando el operador 
A sea definido positivo. La ley de variación de los errores en 
= z — za en estos métodos describe el teorema siguiente que, aunque 
débil, es sin embargo útil. 

Tionga ra Sea Pa un operador de proyección sobre el subespacio 
tendido sobre los vectores Us, . . .. uy paralelamente a un subespacio 
tendido sobre los vectores ursy, = >=, Un» Entonces 
= (E — P) te (07.7) 

Deuosrracion De acuerdo con la fórmula (107.3), tenemos la 
siguiente descomposición del vector inicial ze para el error eai 


$ 
toma Y) apup 
Yo 


Pero, por definición del operador de proyección, 


A 
Pate, amn 


El segundo miembro de esta igualdad no es otra cosa que 3} — Xp. 
Por esto 
Peann egn) oa) 
lo que demuestra la afirmación dol teorema. 
nos resultados interesantes relacionados con los sistemas A- 
soudoduales pueden obtenerse, considerando la interpretación 
matricial de los métodos descritos. 

Consideraremos que el espacio K, no es sólo unitario, sino también 
aritmético, que es admisible en virtud de que los espacios lineales 
in finita son isomorfos. Todos los razonamientos realiza- 
dos quedan en vigor, sólo cambia la terminología: la ecuación 
(401.7) pasa a ser un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, Jos 
operadores se sustituyen por matrices y por vectores se entienden los 
vectores-columna. Designaremos mediante U (V) una matriz cuyas 
columnas son los vectores i,- -, Un (P, -- -, Va)» En tales circuns- 
tancias el hecho de que estos vectores satisfacen los correlaciones 
(407.2) significa que la matriz 

C=v*AU 
es regular triangular izquierda. De aquí se desprende la siguiente 
descomposición de la matriz A en factores: 
A = ycu, (107.8) 

Así pues, el hecho de que se coñocen los sistemas de vectores, 
A-soudodualas, salvo una normalización, permito resolver el sistema 
de ecuaciones algebraicas lineales (101.7) con la evaluación do errores 
(407.7) y, por otra parte, obtener la descomposición (107.8) de la 


ee 
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matriz A en factores, entre Jos cuales hay uno triangular. Demostre- 
mos que la afirmación recíproca es también cierta. A saber, cual- 
quier método de resolución de los sistemas de ecuaciones algebraicas 
lineales, basado en una descomposición de la matriz en factores, 
ontre los cuales hay aunque sea un solo factor triangular, determino 
ciertos sistemas de vectores, A-seudoduales, salvo una normalización. 
Por consiguiente, al realizar estos métodos según. los eeguemas 
(401.3) —(0Z.O). se pueden utilizar las evaluaciones (107.). 
Examinemos la matriz P que se obtiene do una matriz unidad 
ido sus columnas o, lo que es igual, intercambiando las. 
inverso. Es fácil comprobar que la multiplicación 
matiz C por P cambia de logs en el orden invero 
la matriz C; la multiplicación a la izquierda de la 
matriz CP por P conmuta en el orden inverso las filas de la matriz 
CP. Por esta razón, los elementos fuy de iz F = PCP están 


vinculados-con los elementos cy, de mediante vna corro- 
lación fy = Enga njan 
De aquí pueden sacarse toda una serie de corolarios útiles. Nume- 


de la matriz, paral a la principe 
con los números — {n — 1), — (n 
j, (a — 1 
l numersción, los elemi 


descomposición previa de la matriz A en factores: 


A= QCR, (107.9) 
dondo la matriz C es triangular. Sin restringir esencialmente Ja 
generalidad, podemos considerar que C es triangular izquierda puesto 
ue de lo contrario, en lugar de la descomposición (107.9) considera- 
amos la descomposición 
A = (QP) (PCP) (PR), 

dondo la matriz PCP debe ser triangular izquierda, de acuerdo con 
Jo dicho más arriba. Las matrices buscadas U, V, que determinan 

lemas de vectores, A-seudoduales, salvo la normalización, 

un Y Pis > > >» Vas Pueden definirse por las igualdades 
LR, V= 
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Hemos de notar que en la descomposición (107.9), engendrada 
por un método numérico, las matrices Q y R, son como regla, sul 
cientemento sencillas. Estas son, con frecuencia, matrices unitarias 
o rectangulares y también las matrices que difieren de las triangula- 
res en que las filas y columnas están permutadas. Por ello, las matri- 
ces R-! y 01% so hallan sin dificultad. En todo caso, los esfuerzos 
tales de cálculo para su determinación son considerablomnto 
inferiores a a que son necesarios para obtener la descomposi- 
ción (107.9). Estas propiedades las poseen alos metoda amnia 
to conocidos como el método de Gauss, de raíces cuadradas, do 
Jordan, de ortogonalización, de reflexiones, de giro, etc.; los métodos 
basados en la reducción del sistema a la forma bidiagonal con obten- 
ción de las descomposiciones normalizadas; los métodos de direccio- 
nes conjugadas, ote. 
do, la ms 
plean para la rosoluci 


dos, todos ellos 
rales, basándose 


Ejereletos. 

A: Convangumos en considerar que un operadores una matrit y los vector 

do un espacio, vectores columna. Demuéstnos que, aplicando dl aula dy 

inecions deta, lr ars cocaivs ada ia pa cl 
s Ed 
e AS. 

e 
senti, (407.40) 


2. Demuetrso que los operadores S, satistacen Jas Igualados 
Sos Ssmo, 
TR A ch 
Demas que los operadoras Sa de (107.10) y el operador P de (107. 
cost ligados aoira Sor iz corlacd OOT aii 
Py E S9 (E — Sha) + + (E S0. 


da desomposieión (17 
O se ¿CUA da Tos mias Soncids de ruluión e os sistemas de senn- 
Jeneralas Hals ao and asda en la demomplcó (0ST 
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